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本 书 共 分 三 章 :第 一 章 主要 介绍 有 限 伪 反射 群 不 变 式 的 一 般 
理论 ;第 二 章 着 重 介绍 有 限 实 反射 群 的 分 类 ;第 三 章 进一步 讨论 
有 限 反 射 群 的 不 变 式 ,特别 对 于 每 个 不 可 约 有 限 反 射 群 都 列 出 了 
它 的 一 组 基本 不 变 式 . 各 章 之 末 均 为 习题 ,这 些 习 题 与 正文 构成 
了 有 机 的 整体 . 本 书 是 作者 根据 自己 的 理解 编写 的 , 旨 在 引导 读 
者 进入 目前 较 活跃 的 两 个 数学 分 支 一 一 反射 群 和 不 变 式 . 
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对 称 函数 的 基本 定理 是 数学 中 重要 的 经 典 定理 :n 个 未 定 元 
的 对 称 多 项 式 一 定 可 以 表示 成 nn 个 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 , 而 
且 表 法 唯一 . 对 称 多 项 式 实际 上 就 是 在 对 称 群 作用 下 不 变 的 多 项 
式 , 而 对 称 群 又 可 以 看 作 是 由 欧 氏 空间 中 的 反射 生成 的 群 . 一 个 自 
然 发 生 的 问题 是 ,对 称 函 数 的 基本 定理 可 不 可 以 推广 ?特别 是 能 不 
能 推广 到 欧 氏 空间 中 反射 生成 的 有 限 群 ?后 者 简称 为 有 限 反 射 群 . 
Coxeter 于 1935 年 完成 了 不 可 约 有 限 反 射 群 的 分 类 ,1951 年 他 就 
对 一 个 个 的 不 可 约 有 限 反 射 群 来 研究 这 个 问题 1954 年 
Shephard-Todd 完成 了 不 可 约 有 限 复 反 射 群 的 分 类 以 后 ,又 对 一 
个 个 的 不 可 约 有 限 复 反射 群 来 研究 这 个 问题 . 他 们 得 到 了 正面 的 
结果 .1955 年 Chevalley 对 任意 有 限 反射 群 给 出 了 统一 的 证 明 : 作 
用 在 nn 维 欧 氏 空间 上 的 有 限 反 射 群 的 任 一 不 变 多 项 式 , 都 可 以 表 
示 成 n 个 基本 不 变 多 项 式 的 多 项 式 , 而 且 表 法 唯一 .后 来 这 一 结果 
又 被 推广 到 有 限 伪 反 射 群 ,这 是 不 变 式 论 中 精彩 的 篇 章 . 

本 书 试图 先 对 有 限 伪 反射 群 的 不 变 式 论 作 一 介绍 ,这 就 是 本 
书 第 一 章 的 内 容 ,然后 再 落实 到 有 限 反 射 群 上 去 .为 了 这 个 目的 ， 
本 书 第 二 章 对 有 限 反 射 群 的 分 类 作 了 详细 的 介绍 . 有 限 反 射 群 的 
分 类 与 李 群 . 李 代 数理 论 有 极为 密切 的 关系 ,但 限于 篇 幅 , 本 书 未 
作 涉 及 . 本 书 第 三 章 进一步 讨论 有 限 反 射 群 的 不 变 式 , 特 别 对 于 每 
个 不 可 约 有 限 反 射 群 都 列 出 了 它 的 一 组 基本 不 变 式 . 

读者 只 要 具备 大 学 线性 代数 和 抽象 代数 的 知识 , 即 可 阅读 本 
书 , 本 书 所 需要 的 超出 这 两 门 课程 的 知识 ,都 在 书 中 作 了 详细 介 
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绍 , 本 书 各 章 之 末 均 为 习题 ,这 些 习 题 与 正文 构成 了 有 机 的 整体 ， 
读者 应 重视 .希望 读者 通过 阅读 本 书 能 产生 进一步 钻研 不 变 式 或 
Coxeter 群 的 兴趣 ,它们 都 是 当前 值得 注意 的 研究 对 象 . 


万 哲 先 
1997 年 5 月 
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第 一 章 ”有限 伪 反 射 群 的 不 变 式 论 


本 章 主要 介绍 有 限 伪 反射 群 不 变 式 的 一 般 理 论 . 对 于 这 一 理 
论 , 有 限 维 向 量 空间 上 的 多 项 式 函 数 代数 的 知识 是 必需 的 基础 知 
识 , 在 1.1 节 中 作 了 介绍 .1. 2 节 主 要 介绍 Hilbert 和 Noether 的 关 
于 有 限 群 不 变 式 的 有 限 生成 定理 ,了 解 这 些 内 容 所 需要 的 交换 代 
数 知 识 也 附带 作 了 介绍 . 1. 3 节 介 绍 了 Molien AR. 1. 4 PRA 
的 主体 ,有 限 伪 反射 群 不 变 式 的 Chevalley 定理 和 Shephard-Todd 
定理 是 这 一 节 的 主要 内 容 .1.5 节 介 绍 了 有 限 伪 反 射 群 的 相对 不 
变 式 . 1. 6 节 介 绍 了 关于 有 限 伪 反射 群 的 次 数 的 Solomon 定理 ,证 
明 这 个 定理 所 需要 的 有 关 微 分 p- 齐 式 的 一 些 性 质 也 一 并 作 了 介 
绍 . 


§1.1 向 量 空间 上 的 多 项 式 函 数 代数 


设 下 是 域 ,n 是 正 整 数 ,而 V 是 下 上 BARS. 设 了 是 定 

XE V EWE F HREH R g, Bp 
f: V>F, 
A fa), 
所 有 这 种 函数 的 全 体 记 作 FY. fg CFM ae, EX 
(f+ QNA=fA+ 2A, 
(fg) (4)= SADA, 
和 
(af) (A) = af A). 

IRIE BA FY 对 于 上 上 面 规定 的 加 法 .乘法 和 纯 量 乘法 来 说 组 成 一 
个 所 -代数 ( 即 域 玉 上 的 代数 ), 叫 做 V 上 的 函数 代数 . 按 下 式 来 定 
MIEF"; 
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1A =1 对 所 有 XEV， 
显然 1 是 F- 代 数 FY 的 单位 元 . 
B SEF ,如果 对 任意 4,pEV M a, bEF RE 
flaat bp) = af A) + bf 0), 
了 就 叫做 定义 在 V 上 的 线性 函数 . 易 证 定义 在 了 上 的 线性 函数 的 
全 体 对 于 上 有 段 定义 的 加 法 和 纯 量 乘法 来 说 ,组 成 下 上 的 一 个 向 量 
空间 (习题 1.1), 记 作 V" ,叫做 Y 的 对 偶 空间 . 设 6G,…,e, 是 V 的 
一 组 基 , 按 以 下 诸 式 来 定义 V 上 的 线性 函数 ttot: 
zle) = (1 Sijn), 
那么 易 证 zz 是 V' 的 一 组 基 ( 习 题 1. 1) ,叫做 的 基 e,… 
e FEV" PIA BR. AV" th F ER n 维 向 量 空间 ,fF” 中 形 
如 
5 Qipi TAIE Gini, EF 


的 有 限 和 式 叫做 定义 在 了 上 而 在 严 中 取 值 的 多 项 式 函 数 ,它们 组 
成 的 集合 是 F 的 一 个 F- 子 代数 ,叫做 V 上 的 多 项 式 函 数 代 数 , 记 
作 Flare +I]. 
如 果 er goer ,en 是 V 的 另 一 组 基 , 那 么 有 
ei 一 Slety j= 1,2, ‘n, tj EF, 

而 

T= (fi) ei jn € GL,(F), 
这 里 GL,(F) 是 上 的 级 一 般 线性 群 , 它 是 由 下 上 所 有 的 nXn 
非 奇异 矩阵 之 集 对 矩阵 乘法 组 成 的 群 (习题 1. 2). Roz ，…z, 是 
e sete, 在 V' 中 的 对 偶 基 ,那么 不 难 证 明 

T; = > on 1 二 1,2,°" ,Nn (1-1) 
(习题 1. 3). 也 有 Flay s+ ,To JCF”, 由 (1-1) 式 立刻 推出 Fla: 
e, r J= Firen BV LMS RR RRR V 的 基 的 选 
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取 无 关 , 因 此 也 把 它 记 作 FLV" J. 


命题 1.1 R FER, Xo, X, 是 已 上 的 一个 未 定 元 ， 
FLX, …X,] 是 已 上 的 二 元 多 项 式 代数 ,那么 映射 
FLX,,° „Xa > Flay. 52, ]5 
,和 DUD Ge 4 Ca 


是 代数 同 态 。 如 果 严 是 无 限 域 ， 那么 上 面 这 个 映射 是 同 构 . 
证 第 一 个 断言 是 显然 的 . 要 证 明 第 二 个 断言 ,只 要 证 明 
Lto L E F ERRERA T. X n 作 归 纳 法 来 证 明 . 
当 n 二 1 时 ,因为 一 个 未 定 元 Xi 的 m 次 多 项 式 顶 多 及 个 
根 ,而 是 无 限 域 ,所 以 zi 在 上 代数 无 关 . 设 之 1 而 第 二 个 断 
言 对 n-1 成立. 假定 xia, 在 上 代数 相关 , 即 它 们 适合 一 个 
非 零 多 项 式 SXi Xa). 可 以 把 A(X1，… XD BRM 
FO, CPE, OO = fo K Xa) H f Xi Xa- DX 十 
十 fim Xy 9008 Xn Xr 
其 中 fX Xa) G=0,1, 00m) BEE nl 个 未 定 元 Xi 
Xo ERR, M 广 (X XD F0, FR 
Zi) H fT TT 十 十 fm CTi tt Ear = 0. 
(1-2) 
根据 归纳 法 假设 ,f(z ,… ,zx,_1) 关 0, 总 能 在 V 中 选 一 个 向 量 4= 
are He Hanen i 使 Fin (ay CAD 9 098 9 Ln 1 AY) = Fn Cy 92 san1) £0. 
那么 对 任意 a,.EF,(1-2) 式 左 方 在 4 十 ane, 上 取 的 值 必 为 0, 即 
Jolas san1) H filas" ya ay + ott HSI CQ tt dl)a7 = 0, 
这 与 下 是 无 限 域 的 假设 相 违 . O 


因此 ,如 果 下 是 无 限 域 ,利用 命题 1.1, 可 以 把 与 VY 上 一 个 多 
项 式 函 数 相应 的 多 项 式 的 次 数 定 义 为 这 个 多 项 式 函 数 的 次 数 ,而 
且 这 个 多 项 式 函 数 的 次 数 的 概念 与 了 的 基 的 选取 无 关 , 因 而 也 有 
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V 上 齐 次 多 项 式 函 数 的 概念 . M FV js 表示 定义 在 V 上 的 d 次 
齐 次 多 项 式 函 数 所 组 成 的 严 子 空间 , 则 

FV] = FV LOF] O OFV hD, 
其 中 FL hF, FV" hV ,而且 对 任意 正 整数 ;和 j, 都 有 

FLV"); FLV"), C FLV" jes 

一 般 说 来 , 设 4 是 所 代数 ,而 4A 可 以 分 解 成 F- 子 空间 

As(d 二 0,1,…) 的 直 和 
A=A PDA O-ODAD:, 

其 中 A= F, AVA, C A Yd, e = 0, 1, =, PAR A E 
PR F-E, Aa 叫做 4 的 a 次 成 分 .因此 当 BIRR 
LY 是 分 次 F- 代 数 . 设 4 是 分 次 代数 ,定义 As 中 元 素 的 次 数 
为 d; 设 SJEA WX deg f=d. 根据 这 个 定义 ,任意 非 负 整数 都 是 0 
的 次 数 . 任意 SEA 可 以 唯一 地 表 成 和 f=fo 十 及 十 … 十 fi 十 …， 
其 中 fi:€ AG 二 0,1,…), 而 只 有 有 限 个 fs 关 0. fa ORK FB dik 
齐 次 分 量 . 

更 广 一 些 ,如 果 V 是 域 玉 上 的 向 量 空间 ,而 V 可 以 分 解 成 FF- 
子 空间 Vs(d= 二 0,1,…) 的 直 和 

V=V0OV,0- OVD, 

那么 就 说 V 是 上 的 分 次 向 量 室 间 ,Va WMV Ad 次 成 分 ,Vs 
中 的 向 量 叫 4 次 向 量 . 任意 wvE€EV 可 以 唯一 地 表 成 和 v= 二 vo 十 vi 十 
十 vz 十 … ,其 中 viEVsld==0,1,…), 而 只 有 有 限 个 0240. va N 
vv 的 4 次 齐 次 分 量 . 


$1.2 有 限 群 的 不 变 式 Hilbert-Nother 有 限 生 成 定理 


仍 设 V ERF bn 维 向量 空 间 .V 上 所 有 可 道 线性 变换 之 
集 对 映射 的 合成 组 成 一 群 ,叫做 YY 上 的 一 般 线 性 群 , 记 作 GLO) 
(习题 1. 2). 设 G 是 CGLCV) 的 有 限 子 群 , 对 任意 cEG 和 JE 
F[V*], 定 义 
a+ fA = flo a VAEV, 


第 一 章 ”有 限 伪 反射 群 的 不 变 式 论 5 


W o. FEFE] 实际 上 还 可 以 证 明 , 当 Je FL Bto. fE 
FLV’ jz. 当 d==0 时 ,这 是 显然 的 . 4d=1H,.FV' HV". 
SEV" ,那么 对 任意 AEV Mack, 
oe FAH w= flat pm) =f rAto'p . 
= flo A+ flo'pm = 0: NA H Co ACH, 
a+ f(ad)= f(o'(aa)) = af (oA) 
=alo+ f(A)) = (laa) + f) (7), 
E o. JEV”. BZR d>1 的 情形 . Bee, 是 V 的 一 组 基 ， 
metsaga E VUP eutse, KIHE, REI TAIR cat ate, 
其 中 cEF,c 关 0 i mite tm, =d RIE o + Cermee) E 
FL 了 就 行 了 .对 任意 MEY ,计算 
o> (exper) (A) 一 CT eee xr (oT? A) 
=c (x, (o71A)) "ee (a, COTTA) 
=c (a+ TM) (Co $ x, (A) )™ 
=c (a+ a) (G+ x) (A), 
因此 o 。 (creer e™) =c (a+ x) (a+ x). HE d=1 的 情形 ， 
o*xEV', 又 因为 FLV* jj] 是 分 次 F- 代 数 , 所 以 e Coe x) 
(o* XI)O™EF TV". 
这 样 就 定义 了 一 个 映射 
G x F[V*]—F[V"], 
(o.oo, (1-3) 
而 且 它 具有 以 下 两 条 性 质 : 
G) Coo)» f=ar(o ef) Vaa0€G.fEFLV* ]. 
Gi) 1+ S= TC 的 单位 元 1 和 任意 fe FLV" J. 
(ii) 是 显然 的 . 只 要 验证 (i) 即 可 . MER AEV, (Coo)? f= 
for) AN =f to A= e 站 Co) 一 (co + fA). IF 
以 Gi) 成 立 . BBR 1-3) URR G 在 FLV* JEAN. 
设 FEF[IV J, 如 果 对 任意 o€G RA oe f=, f 就 叫 G 的 
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一 个 不 变 式 ,简称 G- 不 变 式 . 


例 1.1 设 V=F? 是 域 K 上 的 2 维 列 向 量 空间 ,而 
e= (fp lo oo dl ol} 
0 1 一 1 0 0 — 1 1 0 
是 作用 在 V 上 的 4 AE. S a= ad, OM =O, DEV 的 一 


组 基 ,zi,z EV R ee 的 对 偶 基 . 那么 zi tz). rir, riz. 
2 好 都 是 C- 不 变 式 ， O 


把 FLV* JP GAARA Seid FV", 
F(V* =(fEFLV' llo+ f=f MRA CEG 都 成 立 }. 
设 Ai. f,€ FLV'*], 那 么 对 任意 XE€V BA 
CE e AA D AI = Afi) (ea) = filo Af, (oA) 
= (a+ f) AC e fQ), 
因此 
za. (fifi) = 0 e fiX e fa). 
Ba eH LV T E FEV J 的 子 代数 . 显然 ,FCFLV" J. 4 OF 
无 限 域 时 ,把 4 次 齐 次 G-PERZS REEF] RA 
F(V* i = FLV* J N FLV" J]. 
显然 也 有 
FIV" = FV EOF TO OFV O- 
其 中 F[V* =F. 
FLV"? - FIV* J C FLV" J,, 
因此 FLY T 也 是 分 次 F-ARK. 
这 一 节 主 要 介绍 Hilbert，Noether 关于 F[V*] 的 有 限 生成 
定理 ,首先 介绍 交换 代数 的 一 些 知识 . 
设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,再 设 {m。|a€ NE R 中 元 素 的 一 
个 非 空 集合 ,其 中 0 是 足 码 集 ,R 中 可 表 成 形 如 Dire, € R) 
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的 有 限 和 的 元 素 所 组 成 的 集合 是 R 的 理想 ,叫做 由 {m1aE 0) 在 
民 中 生成 的 理想 , 记 作 (ms;aE€02). 反 过 来 , 设 T 是 民 的 理想 ,如 果 
I 有 一 个 子 集 {m.|a€E 人 0), 而 它 在 R 中 生成 的 理想 就 是 1, 即 I= 
(ma;aE€E OQ) ,就 说 I 是 由 {ms|a€E 0) 生成 的 理想 , 当 NEARE, 
就 说 了 是 有 限 生 成 的 理想 . 设 2 二 (1,…,n) ,那么 也 记 了 = Cn. 
m,). 

如 果 环 R 的 每 个 理想 都 是 有 限 生成 的 ,R 就 叫做 Noether 环 . 
因为 域 尺 只 有 两 个 理想 ,下 本身 和 零 理想 (0) ,而 下 =(1) 和 (0) 都 
由 一 个 元 素 生 成 ,所 以 域 太 是 Nother 环 . 整数 环 Z AF EA 
未 定 元 六 的 多 项 式 环 FLX] 是 主 理想 整 环 ,因此 它们 也 都 是 
Noether 环 , 更 进一步 有 


定理 1. 2(Hilbert 基 定 理 ) 设 尺 是 Noether F, FAR E— 
个 未 定 元 X 的 多 项 式 环 RLX] 也 是 Noether 环 . 

证 设 了 是 RLXI] 的 任 一 理想 ,要 证 明了 是 有 限 生成 的 .用 7 
表 由 了 中 多 项 式 的 首 项 系数 组 成 的 尺 的 理想 . 因 R 是 Noether 环 ， 
I 由 有 限 个 元 素 生 成 , 设 这 有 限 个 元 素 是 a1，,… ,aw. HET PEAR 
fists fas ETI ase. an 为 首 项 系数 . 再 设 d= 
max{deg 1,… ,deg fn} t SEI, WR deg fSd,HA f Haw 
系数 属于 LAA SRE fishies tn WOT R- 线 性 组 合 ( 即 
系数 属于 R 的 线性 组 合 ) 之 后 ,可 以 降低 的 次 数 , 这 样 最 后 就 得 
到 一 个 次 数 <a 的 多 项 式 . 

对 任 一 i(0S&id 一 1), 用 工 表 7 中 i 次 多 项 式 的 首 项 系数 所 
组 成 的 R 的 理想 . AW RÆ Noether 环 ,1; 由 有 限 个 元 素 生 成 , 设 
这 有 限 个 元 素 是 at odim 选中 i 次 多 项 式 farses fim, EWI 
BVA ase am 为 首 项 系数 ,显然 有 

T= (加 


系 理 1.3 B FE, X ee XE KF 上 nn 个 末 定 元 ,那么 
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FLX, sere X, ] 是 Noether 环 . 

设 A 是 五 -代数 ,如 果 A 中 有 有 限 个 元 素 dyste sans (EE A 中 
任 一 元 素 都 可 以 表 成 a ,…，,a, 的 多 项 式 

>” Cai AT edh, 

其 中 和 是 有 限 和 而 系数 c EF, 那 么 4 就 叫做 有 限 生 成 的 已- 代 
数 , 并 记 A=Fla sore san]. 注意 并 不 要 求 Ars” 9Qn 在 F 上 代数 无 
关 , 因 此 FLa,…，,ao] 是 已 上 2 个 未 定 元 的 多 项 式 环 的 同 态 像 . 显 
然 有 l 


命题 1. 4 Noether 环 的 同 态 像 也 是 Noether m. g 
因此 有 


系 理 1.5 设 下 是 域 而 4 是 有 限 生成 的 天- 代数 ,那么 4 是 
Noether 环 . 口 
现在 叙述 并 证 明 关 于 有 限 群 不 变 式 的 有 限 生成 定理 . 


定理 1. 6(Hilbert-Noether) F[V* 了 是 有 限 生 成 的 下- 代数 . 

jE (Hilbert,1890) ”假定 下 的 特征 为 0. 令 

FIV" = FIV" OO@FV EO- e OFV EO 
并 把 FEV E FLV 4: at EB ie HE IL 根据 命题 1.1， 
FLV" Jn PRETCH SAR. PAE Hilbert 基 定 理 ,7 
由 有 限 个 元 素 fio Sn 生成 ,并 不 妨 设 它们 都 是 G 的 次 数 之 1 的 
齐 次 不 变 式 . 

在 FLV*] 上 引进 平均 算 子 

1 
之 一 rope 


XB IG RAR GC 的 阶 . 显然 z 是 FLV' ] 上 的 线性 算 子 .对 于 SE 
FL[V*j, 令 7 了 =z，f, 那 么 EFLIV"*J; 对 于 ff€EFLV'j]， 
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hE F(V' E, A fh= Fh. 

设 fEFLV'* 必 ,对 f OK n HERE KE SoM 
Fist fmt & AK. 4 n=0 WY iE RAY. ME n> 0, BT LAGE SF 
表 成 

f= hfi He 二 +hfas hiset shn E FLV"). 
将 hfis ,haf 中 次 数 不 等 于 的 项 彼此 相 消 以 后 ,可 以 假设 
hy hp ABET KK. 将 平均 算 子 作 用 到 上 式 双 方 , 得 
S= hfi t e t nfn 
BIR his hn WE G 的 齐 次 不 变 式 而 deg hi=deg f—deg f:<n. 
ABV BRI Aton 可 以 表 成 fis fn WBN. Br S te 
可 以 . O 


Hilbert 的 有 限 生 成 定理 和 他 的 基 定 理 刚刚 出 现 的 时 候 ,有 的 
数学 家 认为 是 神学 ,也 有 数学 家 认为 Hilbert 结束 了 不 变 式 论 的 生 
命 . 这 都 是 不 正确 的 . 当然 Hilbert 给 出 的 证 明 是 存在 性 证 明 , 而 不 
是 构造 性 的 ,它们 都 是 非常 好 的 数学 ;而 此 后 不 变 式 论 仍 在 不 断 地 
发 展 . 

Hilbert 给 出 的 定理 1. 6 的 证 明 并 没有 说 明 用 多 少 个 FLV* 了 
中 的 元 素 就 可 以 生成 FLV * .后 来 Noether 给 了 定理 1. 6 另 一 个 
证 明 , 这 个 证 明 给 出 了 有 限 个 明确 的 不 变 式 ,它们 生成 FE 了， 
而 这 个 个 数 也 可 以 计算 . 为 了 介绍 Noether 的 证 明 , 先 证 


引 理 1.7 设 F 的 特征 为 0,n AN PEER. XASS 
NISSE F EMRET, HIG X= (Xn ,Xm), 再 设 a= 
(ai,… ,a,) 是 非 负 整数 组 成 的 一 个 -数组 , 记 1a| 二 Qi 十 … 十 ,Xf 
= Xa" Ki. 那么 对 任意 非 负 整 数 n- 数 组 b= (bis obs 


DX! BRE DI XT RP a] SND BAK. 
证 设 Yio Yn 是 F 上 的 n 个 未 定 元 ,那么 对 于 任意 正 整 数 
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lol ,定义 
Sel = 3 (XaY, 十 … + XnY ns 
BR 
S = » OST Xt XH PA, (1-4) 


by ott bg 0b, te +6,= lbj i= 1 


N 
ED = (bie bn) b0 Hb te +h5,=16|, BA SX? = 
i=1 


Dy Xt Xie 就 是 sa 中 Yiee Yr 的 系数 . 根据 对 称 函 数 的 基本 年 
理 ， 


Sy) = Foi C51 9529087 Sn)» (1-5) 
其 中 fit FEN 个 未 定 元 的 多 项 式 . 将 
Sta) = _ > CO XOYh Y, ja] = 1, 2 
代入 ( 1-5) 式 mice Cp tinct YirrYo 的 系数 ,就 得 
出 5x 者 是 (其 中 lal 委 NM) 的 多 项 式 . 口 


定理 1.6 的 第 二 个 证 明 (Noether,1916) 设 f(x) FE m RIF 
次 不 变 式 ,那么 可 将 f(x) 表 成 
f(a) = Dy oor, 


fbl =m 


其 中 b= Cbi sore sbn) 56:20, |5| =b +" +b =m, E F, 10 z= ri 


eert. D (2) = 和 2 Cor), Ml 


F 1 一 ce 
f(z) = f (£) = JT at =») TALOSSA 


EG |b| =m 
根据 引 理 17 LOTRE LOOD dal SICHER, i f(x) 
亦 然 . 口 
前 面 已 经 说 了 ,Noether 的 证 明 构造 出 了 有 限 个 明确 的 不 变 
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式 Lodal<16D, 这 一 具有 | OU" MAASI | 的 齐 次 不 
变 式 . 以 对 称 群 G=S, 为 例 , 当 mn 一 吕 时 , 齐 次 不 变 式 的 个 数 
men ~ (n1)"!, 而 根据 对 称 多 项 式 的 基本 定理 ,n 个 初等 对 称 


函数 就 生成 FOV * JS. 因此 Noether 的 证 明 给 出 的 不 变 多 项 式 的 
个 数 太 多 了 . 

仔细 检查 一 下 Hilbert 和 Noether 给 的 定理 1.6 的 证 明 就 会 
发 现 它 只 适用 于 特征 零 的 域 ( 其 实 Hilbert 的 证 明 只 要 假定 下 是 特 
征 不 能 整除 1G| 的 无 限 域 ). 后 来 ,Noether 又 给 了 定理 1. 6 一 个 证 
明 , 它 对 于 任意 特征 的 域 都 适用 ,但 它 要 用 到 更 多 的 交换 代数 的 知 
w. 

设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 , 而 M 是 R- 模 . 总 假定 ,对 任意 m 
EM,lm=m. 假定 m.m, 是 M 中 有 限 个 元 素 , 使 得 M 中 任 一 
JOR m 都 是 它们 的 R- 线 性 组 合 , 即 m=rm te trm RP ro 
+ ,rs 人 ER, 那 么 就 说 M 由 这 有 限 个 元 素 mom, 生成 ,也 说 M 
是 有 限 生成 的 R- 模 ,并 记 M 二 Rm 十 … 十 Rm。. 如 果 R- M 的 每 
AF R- 模 都 是 有 限 生 成 的 R- 模 ,M 就 叫做 Noether- 模 . Hilbert 基 
定理 可 以 推广 如 下 : 


命题 1.8 设 R 是 Noether 环 , 而 M BARE MA R- 模 , 那 
么 M 是 Noether R- 模 . 

证 这 命题 的 证 明和 Hilbert 基 定 理 的 证 明 中 后 一 部 分 相仿 . 
假定 MM 由 m,m 在 R 上 生成 . 设 M, Æ M 的 任意 子 R- 模 .对 
f£ — 1 i<n), AT, R M PR RRM msma ,ms 的 R- 线 性 
组 合 的 那些 元 素 的 m; 的 系数 组 成 的 RR 中 的 理想 . 因 RÆ Noether 
RT; 是 由 有 限 个 元 素 生成 , 设 这 有 限 个 元 素 是 aust, au HE Mo 
中 元 素 mast oma s CWR mmis sm, 的 R- 线 性 组 合 时 ,rm; 
的 系数 分 别 是 dis" s Aias 那么 Mairs °°" s Iu 9 Wha o °° 9 ha» 9 Mn» 
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设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,S 是 它 的 子 环 ,并 假定 S 含 尺 的 
单位 元 . WR PARTIC a... a, BR 中 每 个 元 素 都 可 
以 表 成 形 如 

5 S; i Eas » Si E S, 


的 有 限 和 , 即 表 成 astoa 的 多 项 式 , 而 系数 属于 S BARR 
在 S 上 有 限 生成 ,并 记 R=Sla. a]. MRR PAAR TICK 
aste a, E1 R 中 每 个 元 素 都 可 以 表 成 a;,… ,a 的 S- 线 性 组 合 ， 
Rin RES LAR. Hid R=Sa teet Sa. 显然 ,如 果 尺 在 SS 上 
有 限 MARES 上 有 限 生成 . 

例如 , 设 XXX, 是 域 忆 上 的 2 个 未 定 元 ,那么 FLX,,…， 
X JF LAREM MRE F LAR RV EP Lin BRS 
间 , 那 么 F[V* 在 天 上 有 限 生成 .如 果 G 是 GZLC7Z) 的 有 限 子 群 ， 
F[V'] 在 FLV*] 上 当然 也 有 限 生成 ,而 定理 1.6 是 说 FLV* 了 在 
F EERER. 

仍 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,S 是 R 的 子 环 ,S 含 R 的 单位 
元 . 再 设 久 是 S 上 的 未 定 元 ,a€ R. MR a 适合 SLXjJ 中 一 个 首 项 
系数 等 于 1 的 多 项 式 ,就 说 4 AS 上 整 . 如 果 尺 的 每 个 元 素 都 在 $ 
上 整 ,就 说 尺 在 S 上 整 . 


引 理 19 KRESEARM.BARES ER. 设 民 一 
Str…yr] 在 S 上 有 限 生 成 ,而 ,rm WES 上 整 ,那么 尺 在 5 
上 有 限 . 

证 CR RES LAR. BAA ror ECR MEG R= 
Sry tet Sra 可 设 rotor, 全 不 为 0. E R 是 环 ,rr;ER, 因 此 

TTi = Sari 二 ee E Sins Satt Sin E S. 


将 上 面 的 式 子 看 作 rior, 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 , 因 此 
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det(r] — A) = 0, 
其 中 I 是 nxn 单位 矩阵 ,而 

A = (Si <i,jcne 
这 就 是 说 ,r 适合 一 个 系数 属于 S 而 首 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 . vA 
Wr eS EB. 

再 设 R=S(roor J] ii nor, WE S EBA ES E 
整 ,可 设 六 适合 一 个 系数 属于 S 而 首 项 系数 等 于 1 的 1 十 1 次 多 
项 式 ,那么 
SEn] = S + Sri 十 … t Sri 
A r TE S EE, PELL re WE Sin LEME TB r 适合 一 个 系数 属 
于 S[r~'] 而 首 项 系数 等 于 1 mtl 次 多 项 式 , 那 么 
Snore] =S] + Sind 十 … + Sin dre 


™m 72 
= > > Sriirgie 


=0 i2=0 


如 此 继续 下 去 即 可 推出 RR 在 S 上 有 限 . O 


513 1.10 FLV’ J 在 FL[V*J ES. 
证 设 f 是 F[V'] 中 任意 元 素 , 那 么 /适合 
P(X) = [[ (XxX — of). 


IEG 


显然 PCX)EF[V*]*[Xj, 因 此 在 F[V* 了 上 整 . O 


定理 1.6 的 第 三 个 证 明 (Noether,1926) 设 6@,…,e 是 V 的 
一 组 基 , 而 zz EV Pee, ASE, BA FLV" I= 
Flr sr] BEIA 1. 10,z 适合 一 个 系数 属于 FLV*] 的 首 
项 系数 等 于 1 的 多 项 式 , 设 为 请 (CX)G=1， en) RAO os 
fa XD HY BBE (ayo sam) BBA ast sam 在 上 生成 一 个 所 
代数 Fay ++ an] CHRE a1,… ,an 的 系数 属于 下 的 多 项 式 . 
自 然 也 有 Flr, |= Fla san [x |, 而 Lists Ln 在 
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F[a ,ao] 上 整 .根据 引 理 1. 9 的 第 二 个 断言 可 知 ,F[zi，…z,] 
E Flas ran] FAR. BEF" ] 一 FLz ,zsj, 所 以 F[V* JE 
Flas sa] EAR, BFO" ] 是 有 限 生 成 的 Flas ,a,j- 模 . 根据 
系 理 1.5,F[a,…,a,] 是 Noether 环 , 再 根据 命题 1. 8 可知 FLV") 
是 Noether 下 [aa,… ,ao]- 模 .因此 它 的 子 Fla, esa, -FEV ]° 
有 限 生成 , 即 有 Sio Sn EFV T E 
FLV*] = Flay y+ 5a, fi 十 … + Flay yan] Sms 

但 La,…,a,j 是 有 限 生成 的 F- 代 

数 , 所 以 FLV" 了 也 是 有 限 生成 的 F- 

代数 . 口 am 


FLV" | 


命题 1.11 设 下 是 无 限 域 ,V 是 
下 上 的 nn 维 向 量 空间 ,G 是 GL(V) 的 
有 限 子 群 ,已 和 天 分 别 表示 FL 了 
和 FLVY 的 分 式 域 ,并 设 ECK. 对 于 F 
LEKH CEG =L, RP f,g€ 图 1.1 


FLV" J 而 g 关 0, 定 义 o*h 一 下降 , 那 么 。* 的 定义 与 上 的 表 法 


一 工 无关 ,o Æ K f E= K= (REK |o + k=k,Y o€G)， 


i EEF ECHRRKEEF n. 
证 不 难 验 证 c "的 定义 与 & 的 表 法 无 关 ,c 是 天 的 自 同 构 
和 KOER. 显然 KODE. WMR REKS, Wk RM k= S/S 
gE€ FLV" J], 那么 
f/g = file 。 o/e * g) 
oe] 
显然 上 式 右 方 的 分 母 属于 FL[V "]“; 因 为 上 式 左 方 属于 K ,所 以 上 


式 右 方 的 分 子 也 属于 FLVY "J". 这 就 证 明了 KO=E. 对 任意 hEK,h 
适合 上 的 多 项 式 (xX-o +h). 因此 KK 是 玉 的 代数 扩张 ,所 以 
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K 在 上 上 的 超越 次 数 等 于 0. 根据 命题 1.1,K 在 上 的 超越 次 数 
等 于 nn, 所 以 EE 在 上 的 超越 次 数 也 等 于 x. O 


从 命题 1. 11 可 以 推出 生 
成 F- 代 数 F[V* 耻 的 不 变 式 个 
数 的 一 个 下 界 . E=K¢ 

FLV] 

系 理 1.12 设 丰 是 无 限 
域 ,V 是 上 的 n 维 向 量 空间 ， > I 
G 是 GL(V) 的 有 限 子 群 ,， F 
efa EFV T HREN] 图 1.2 
生成 -代数 F[V* 1°. 那么 Si 
fn PEA n TEMRE F 上 代数 无 关 , 而 FLV*" 了 中 任意 
n 十 1 个 多 项 式 都 在 上 代数 相关 ,特别 men. 

证 BRER. FEU Sa] =F T. A E RFV TE A 
RR, IMA KRE ESFs ofn) 根据 命题 1.11,E 在 上 的 
超越 次 数 等 于 2 因此 fio Sf, 中 一 定 有 个 多 项 式 在 下 上 代数 
FX. MPV" 了 中 任意 十 1 个 多 项 式 都 在 上 代数 相关 ,特别 ， 
mEn. 口 


§ 1.3 Molien 公式 
设 下 是 无 限 域 ,V 是 下 上 的 维 向 量 空间 .在 1.1 节 中 已 经 


指出 FLV*] 是 分 次 -代数 ,定义 F[V* J] 的 Poincare RIL AIL ARE 
级 数 

PCF [V’*],t) = Dim FLV" Jat’, 
其 中 F[V* js 是 FLV*] 中 4 次 齐 次 多 项 式 函 数组 成 的 PF- 子 空间 . 
设 ee E V MAE a EV Pee, WS. 
那么 F[V* J= Flr x, ]. 熟知 
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{aera |k + + +k, = d} 
是 FLV' Ja 的 一 组 基 , 因 此 dim FLV" js 等 于 4 分 拆 成 个 非 负 整 
数 的 和 的 分 拆 数 ,于 是 

PEV] D = —24)™. 


dim F[V* ], = d 


n+d— | 
(习题 1. 6). 还 有 更 一 般 的 结果 . 


命题 1.13 KW g1,…,gm 是 FLV' J] 中 代数 无 关 的 齐 次 多 项 式 
pea. FRE deg gi=d;a=1,° m). 那么 由 EL19 SBm 在 F 上 生 
成 的 多 项 式 代数 Fig ,gj 也 是 分 次 F-RR, MEW Poincaré 
级 数 

已 CFLg…， sm Jot) = II (1 = 4), 


证 第 一 个 断言 是 显然 的 ,用 Flgi,…,gmja RFE sgn] 
中 4 次 齐 次 元 组 成 的 - 子 空间 ,那么 
{ghersgte |kidi + + kdn = d} 
是 FLg1,… ,gmjs 的 一 组 基 , 即 dim Fl gis ,gmjz FT d 分 拆 成 车 
干 个 di ,苦于 个 dn 的 和 的 分 析 数 ,但 是 把 


TI (1 一 4) 
展 成 上 的 形式 震级 数 后 ,2 的 系数 恰好 也 等 于 这 个 分 拆 数 . 这 就 证 
明了 本 命题 . O 


设立 是 下 上 的 有 限 维 向 量 空 间 ,G 是 有 限 群 ,假定 G 在 V 上 
有 一 个 作用 , 即 定义 了 一 个 映射 
GxV>V, 
CRR 
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它 满足 条 件 

(g0') e àA =o. (0 +A) WEB AE V 
和 

1+A=A 对 任意 4E T， 
再 假定 对 任意 cEG， 
oe (0A 十 j 一 5 十 cp 对 任意 4,p E V， 

和 

a+ (ad) = alo > À) 对 任意 a € FAEV 
都 成 立 , 那 么 就 说 V 是 G- 模 . 

从 现在 起 假定 下 的 特征 等 于 0. 


引 理 1.14 RV Æ G-I, €X VO=(AEV lo + A=A,V o€ 
G} ,z= 从 | Sle 为 V 上 的 平均 算 子 ,那么 dim VO=Tr z. 
oEG 


证 易 证 z==z, 因 此 z 的 特征 值 只 能 是 0 和 1, 而 V 有 直 和 
分 解 了 =V 四 ,其 中 YiG=0,1) 是 z 相 对 于 特征 值 ; 的 特征 子 空 
Ej- ABA Tr zlv=Tr z|vw 十 Tr zjv ,显然 Tr zlv =0 mi Tr zlv = 
dim V,. 因此 Tr zjy 二 dim V,. 显然 YESCTV .反之 , 设 人 ETV, 即 >。 
4 二 4A, 那么 oA 二 ao*:(z*:A) 二 (gz) 一 zz 一 YaocEG, 因 此 AGEVc. 
所 以 Vi =V°%,Tr zlv 一 dim V°. O 


定理 1. 15(Molien,1897) 设立 是 特征 0 的 域 尺 上 的 =” 维 向量 
空间 ,G 是 GL(V) 的 有 限 子 群 ,那么 FLV* J 的 Poincaré 级 数 
证 AFRFORRHMA KV HEMP RA FRB 
素 上 的 一 个 二 维 向 量 空间 ,把 它 记 作 元. 那么 G 也 可 以 看 作 是 
GZL(C7) 的 有 限 子 群 ,G 也 诱导 出 FLV* ] 上 的 一 个 作用 : 
G x F[V*]> F[V*], 


PF[V* ]§,2) = (1-6) 


18 有 限 反射 群 的 不 变 式 论 


C, P) Hoef, 

而 "了 由 下 式 所 定义 

(o- NA = fle A, VAEYV. 
那么 FLV* 了 就 是 把 FLV* 了 SER FB FBI AY F-RA. 
因为 “是 有 限 阶 的 ,ac 在 中 可 以 对 角 化 . 设 s，…,e EO EV 
的 一 组 特征 向 量 , 并 设 ola =A Coe i=, on. 再 设 ayy, 是 
ce 在 7 中 的 对 偶 基 ,那么 易 证 cz 一 (cz 一 1 
(习题 1. 7). 因为 

Ze kytee +h=d 
是 下 [7 |. 的 一 组 基 , 而 
oe (ah yes zn) 一 A, (a) eA, (a) Anh eae, 
所 以 
Tr oly, = >， A, (a) The A, (Co), 


设 台 上 线性 变换 o-! 的 个 特征 值 是 入 (0-),… ,入 (o-!) ,那么 


1 Ta A 
ga- lla A (a=) 


=] | a HATE + A TE +), 


i=] 


WRAY) =A (oO 1,i 二 1,…,n, 因 此 上 式 右 方 必 的 系数 就 等 于 
前 式 右 方 , 所 以 


ne -SS „yd 
det (1 = oÐ QuTralne ue 
于 是 
1 1 1 1 
Tor 24 det — at) |G 2 det(1—o i) 
a a EG 
— 1 S Tres; ti 
GH A : 
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= > dim FV] e (根据 引 理 1.14) 
= ydim FLV* J 
=P(F[V* ,2). 
Molien 公式 有 时 有 助 于 断定 一 组 G 的 齐 次 不 变 式 是 否 是 
FE T 的 生成 元 ,从 下 面 的 例子 可 以 看 到 . 


例 1.2 设 V=R’,GCGL(V) 由 下 面 四 个 元 素 


1 0 — 1 0 1 0 —1 0 
l 中 | 0 ane 0 hl 0 i 
组 成 ,把 它们 分 别 记 作 1, 一 1,0, 一 oc. 则 
det — 1) = 1 —2)?, det(l ~ (~ DH) = A +28)”, 
det(1 — ot) 一 det(1 — (— ot) = A — HC +2). 
因此 
Paty) =la ata + i + HT] 
1 
(1 一 £2)? 
可 见 dim RL 了 一 2 而 iS ritat, Sf: = xi aE RCV 的 一 
组 基 . dim R[V* 及 = 十 1 而 SA fe ASE PE RLV" Jà 
的 一 组 基 ( 习 题 1. 8) ,因此 R[V*] SRO Se J. 


= Satie ~ 
k=0 


例 1. 1( 续 1) + 


G = {1,¢,0°,0°}, 
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det(1 — t) = (1 — t)’, det(1 — ot) = det (1 — ot) = 1+ ?, 
det(] — ot) = (1 +14)’, 
c 1 1 2 1 
PRIVY) = ee it T+e ta ta 

_ 1+? 

~d-#)a— 4) 

一 > (2k 十 Da + tt2y, 

k=0 


在 例 1. 1 中 已 经 指出 Srita S= riri, S= aziz, rrii G 
的 齐 次 不 变 式 .因此 对 任意 p,g EC REX. X21, 0 Chi» fo) + 
fq fist. RE G 的 不 变 式 . 更 进一步 利用 RLV* 了 的 Poincaré 
多 项 式 的 展开 式 , 可 以 证 明 G 的 任 一 不 变 式 都 可 以 唯一 地 表 成 这 
种 形状 (习题 1. 9). 再 验证 AS Afi =o RE T 的 生成 元 
万 , 户 , 广 的 这 种 关系 叫做 一 个 会 冲 ). 


$1.4 有 限 伪 反 射 群 的 不 变 式 


1.4.1 有 限 伪 反射 群 
BVA EES 维 向 量 空间 ,再 设 CE GLY). S 
= {EE Vlo& = &}. 

如 果 dim Henle o 就 叫做 伪 反 射 ,而 H 叫做 伪 反 射 o 的 
反射 超 平 面 . 显然 H=ker(o—1) CHIR V 的 单位 变换 . 因此 
dim Im(o—1) =1. Im(o 一 1) 中 的 任 一 非 零 向 量 都 叫做 伪 反 射 o 的 
反射 向 量 . 如 果 o 可 以 对 角 化 ,那么 有 向 量 AEV\H 有 性 质 o4= 
CA; o 关 1, 所 以 C 才 1. 这 时 4 就 是 o 的 反射 向 量 ,而 o 的 反射 向 量 
都 是 4 的 非 零 倍数 . 下面 的 引 理 给 出 o 可 对 角 化 的 条 件 . 


引 理 1. 16 设 o€GL(V) 是 伪 反 射 ,而 4AEV\H ,不 妨 假设 
oA=CA+ 2, E F C40, KEH, MBA o LAM Ath AW CA 
1, 也 当 且 仅 当 o-1 PERSE SR. 特别 ,如 果 假 设 o 是 有 限 
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阶 的 而 王 的 特征 不 能 整除 o 的 阶 m ABA o 一 定 可 以 对 角 化 :如果 
AE V\H ,cA=CA, IBZ 名 一 1. 

证 REAL. SA=At E—-1) pe BAA EVA 而 只 一 纪 ， 
选 7 的 一 组 基 coe HP ee HAAS =’, 
那么 c 对 于 这 组 基 的 抢 阵 就 是 对 角 抢 阵 . 反 之 , 设 5 =1, 那 么 A= 
At+y. 因为 dimH=n—1, PU wk 天 0. 那 么 的 极 小 多 项 式 是 
(一 1)2, 因 此 o 不 能 对 角 化 . 显然 5 和 1 当 且 仅 当 o RARER 

现在 来 证 最 后 一 个 断言 . Ro 的 阶 等 于 m 如 果 4==1, 那 么 
o”"4 二 4 十 my, 于 是 mp 一 0. 因为 F 的 特征 不 能 整除 ,所 以 wk 一 0， 
于 是 =4, 因 此 o=1,V 是 单位 变换 . 这 与 "是 伪 反 射 的 假设 矛 
盾 , 所 以 一 定 有 5 尖 1. 根 据 本 引 理 的 第 一 个 断言 ,a 可 对 角 化 . 最 后 
一 个 断言 的 最 后 一 句 话 是 显然 的 . 口 


设 F 的 特征 关 2,GL(V) 中 阶 为 2 的 伪 反 射 叫 反 射 . 

设 GCGL(V), 如 果 G 是 由 伪 反 射 生成 的 有 限 群 ,G 就 叫 有 限 
伪 反 射 群 .如 果 G 是 由 反射 生成 的 有 限 群 ,G 就 叫 有 限 反射 群 . 当 
F=R 时 ,有 限 价 伪 反 射 都 是 反射 ,这 时 有 限 反 射 群 又 叫 有 限 实 反 
射 群 .当下 一 C 时 ,有 限 伪 反射 群 又 叫 有 限 复 反射 群 . 


例 1.3 nPM ae Tn 的 对 称 群 S, 由 对 换 (z z) GAZ) 
生成 . 如 果 把 co, 看 作 是 n BRR SR 中 标准 基 (1， 
0,…,0),…,《0,…,0,1) 的 对 偶 基 ,那么 对 换 (x; zx)) 可 以 看 作 R" 
中 以 超 平面 xz; 一 zj; 二 0 为 反射 超 平面 的 反射 ,因此 S, 是 有 限 实 反 
射 群 . 

Tott ,zs 的 对 称 多 项 式 是 5S,- 不 变 式 , 对 称 函 数 的 基本 定理 是 
说 , 任 一 对 称 多 项 式 都 可 以 表 成 个 初等 对 称 多 项 式 51 一 Zi 十 … 
ey Sp = L2 H e Fy Tas Sn = ME Ln 的 多 项 式 ,而 且 表 法 
唯一 . O 
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这 一 节 的 主要 内 容 是 证 明 下 面 这 个 对 称 函 数 基 本 定理 的 推 
广 . 


定理 1. 17 设 F 是 特征 0 的 域 ,V 是 下 上 的 nn 维 向 量 空间 ,G 
是 GL(V) 的 有 限 子 群 . 那么 下 列 诸 陈 述 等 价 : 

(a) G 是 有 限 伪 反射 群 ; 

(b) FLV* 耻 是 由 个 代数 无 关 的 G 的 齐 次 不 变 式 在 FF 上 
生成 的 多 项 式 代 数 ; 

Cc) FV 中 有 个 代数 无 关 的 G 的 齐 次 不 变 式 A, 
foo o fA ATER |G| =deg fi*deg f2*…deg fas 

(d FI"*] 是 有 限 秩 的 自由 FLY J- 模 . 

(a) 之 (b) & Coxeter 1951 对 不 可 约 有 限 实 反射 群 而 
Shephard-Todd1954 对 不 可 约 有 限 复 反 射 群 一 个 个 地 验证 的 . 
Chevalley 1955a 对 一 般 的 有 限 实 反 射 群 给 出 了 (a) 二 (b) 的 统一 证 
明 , 所 以 把 它 叫做 Chevalley 定理 . Chevalley 证 明 的 途径 是 先 证 
(a)=>(d), HIE (d) > (b). Steinberg 1964 和 Serre 1968 都 指出 
Chevalley 的 证 明 对 有 限 复 反射 群 也 适用 . Cb) => (a) Æ Shephard- 
Todd 1954 证 明 的 ,叫做 Shephard-Todd 定理 . 他 们 在 证 明 (b) 之 
DHE PERT b>). (c)=> (b) Fé Springer 1974 证 明 的 . 
1. 4. 2 Chevalley 定理 

首先 来 证 明 , 从 定理 1. 17 中 的 (a) 可 以 推出 Cd) 来 . 

HAT RAPS FV 中 生成 的 理想 . 对 于 4d=1， 
2,…, 令 14 二 TN 站 FLV "js, 那么 TT 有 向 量 空间 直 和 分 解 

T=L010-OlL@®O- 
(习题 1. 12) ,这 就 是 说 了 是 齐 次 理想 . 可 以 把 同 余 类 环 F[V* ]/I 
看 作 上 的 分 次 向 量 空间 ,而 
CEV? /Ds = (FLV ha + DAI 
(习题 1. 12). 因此 可 以 假设 FLV* ]/T 有 一 组 基 {gs 十 Tla€ 0}, 其 
P g, 都 是 齐 次 多 项 式 , 自 然 可 以 把 FLV* JEF 了 - 模 . 先 来 
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WH, ÆFA JA EFV 了- 模 , 则 {gs|a€E 0} 张 成 F[V*], 即 
FEV] = >) FLV" Fe. 

ST= >) FLV" Fe. ,因为 FL[V* J 是 分 次 代数 而 ge 是 齐 次 
LMA HA T EDK, IT INSTEN TTAF" 4 
(d= 二 0,1,2,…) 的 直 和 

T=T,@T,OT,0-, 
而 
FL VT. CT Vdoe >0. 
现在 来 证 明 T= FV" J RHE T= FLV"). ot d 作 归 纳 
法 . 4 d= 二 0 时 ,因为 F[V*j 门 1 二 (0), 而 {gs 十 Tia€E OQ} FLV" A 
HA. UMA og. CF, AM T= FLV" jo. 再 设 d> 0,3 
假设 Te SFV" jz ,对 任 一 d’' <d. i FEFLV’ js, 可 以 把 f 表 成 
f= Soke + Daher 

这 里 cE Fs fs 是 正 次 数 齐 次 G- 不 变 式 ,hs EFV ] 中 的 齐 次 多 
Wisk. LRA caga 和 hsfs 这 些 项 里 次 数 关 4d 的 项 必然 彼此 相 
W. 因此 可 设 上 式 右 方 中 出 现 的 cg 和 hefe 这 些 项 的 次 数 都 等 于 
d. FÆ deg he<d. it deg hs 二 d', 则 hs€FLV*' Je M d' <d. REN 
AWERI ApeTs Mi Te CT. ASET, 4R SET 

还 需要 证 明 ; (g.|@€ OQ) EFN] 上 自由 ,这 需要 Chevalley 
的 一 条 引 理 . 


引 理 1.18 R fs foe fEF(IV IY HAE 
FEV fete + FLV" JES BD fostes fe EFLV’ PER y E 
想 . 假定 g1,g:，… ,g; 是 FLV * ] 中 的 齐 次 元 并 适合 

figi + faga +0 + fg = 0, (1-7) 
那么 giel. 

证 首先 指出 ALG FLV ] 户 十 … 十 FL IAD feof E 
FLV" ] 中 生成 的 理想 ,否则 有 
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fi = hfi tor + hfe hish, € FLV". 
将 平均 算 子 施行 到 上 式 双 方 就 得 到 
fi = fi= hy fa + thf. 
因 hE FLV*JG==2,…,7) BRL fi 属于 foo f, 在 FLV*J 中 生 
成 的 理想 ,这 与 本 引 理 的 假设 相 矛 盾 . 
对 deg g1 作 归纳 来 证 明 g, EI. 设 deg g:=0, HA gi: =0, 5M 
从 (1-7) 式 会 推出 用 属于 f,,…,f, EFV ] 中 生成 的 理想 . 
现在 设 deg gi 这 0. 在 G 中 任 选 一 个 伪 反 射 cr, 它 的 反射 超 平 
HEV 的 n 一 1 维 子 空间 , 任 选 V 的 一 组 基 6 ,…,e,, 再 设 x, 
是 7 中 ,es 的 对 偶 基 . 可 设 五 由 线性 方程 wz 十 … 十 
Ant, = OFF TE X, A H = {AEV | Cari He Hanan) A)=0}. 因为 
ou (AY=A IHE — ACH, MUM E— i= 1,-4.7, Con gi—g;) (A) =0 
XHE— AEH. BSR a, ,a 不 能 全 是 0, 设 a, 隆 0, 在 多 项 式 代数 下 
[zx ,zj 中 用 cz 十 … 十 az ER o81g; 一 gi(i 二 1,… ,7) ,得 到 
On Bi — gi = UX, + + aT) F Tis (1-8) 
其 中 gE Fla. x). rE Fla. sz] WR r0, BE 
无 限 域 中 找到 一 组 元 cesena E r Cet e tenin). HE 
C19 ttt ln TRA az 十 … 十 aiz-i 十 az 一 0 中 去 , 解 得 一 个 cn 使 
ayci tot Hanin Fanen = 0. 那么 A= eye, + ot Fe ie tenes E 
HF FE Con! tg: — g) (A) = 0M (qua, to Hanin Fann) (A) = 0. 
Hda- rA = 0, BP 六 (ce 十 … 十 cie li) 一 0, 这 是 一 个 矛 
盾 , 因 此 有 
On * gi— Bi = Ghar, +e H apa), t= lear. (1-9) 
因为 fC FLV" 1. RU on i= SoK on! 作用 到 (1-7) 式 上 ,将 所 
得 结果 再 减 去 (1-7) 式 ,就 得 到 
Si (oq! +g, — g) + + Son 8 一 有 8) 一 0. (1-10) 
把 (1-9) 式 代入 上 式 , 再 消去 arteta., WIF 
fin + + fig, = 0. 


O7 CRNA 71d FEAL A sa Dt 
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显然 deg qi 二 deg gi. 根据 归纳 法 假设 ,qiE7Z 再 由 (1-9) 式 推 
Hon egio g El. 因 为 C 由 G 中 伪 反 射 生成 ,所 以 orgi g El, 


y 0€G. FBR Doge 1. fA Nog € FIV RC 
IG] EG IG| <4 
I, BRA g € I. 口 


接着 来 证 明 (a) 二 (d). 对 m 作 归 纳 法 来 证 明 ; 如 果 gio en 
都 是 FLV*' ] 的 齐 次 式 ,而 gi tle en t ICEF I/D FER 
性 无 关 , 那 么 gy. gn 在 FIV*]* 上 自由 . 当 m 一 1 时 ,这 是 显然 
的 . 设 m 之 1, 假 设 有 一 个 F[V* ]*- 线 性 关系 
Sigri + + fngn = O. (1-11) 
可 以 假定 facets Sn 都 是 FLV* J 中 齐 次 式 ,而 deg Ag d= = 
deg(fmgm). 因 gi1&T, 从 引 理 1. 18 推 出 
fy = hfa toe +hafns hi & FLV’ YS. (1-12) 
可 以 假设 h 都 是 F[V* 耻 中 齐 次 式 , 而 不 等 于 0 的 hfi 的 次 数 都 等 
F deg 万. 把 (1-12) 式 代入 (1-11) 式 ,再 整理 一 下 ,就 得 到 
Salg: + hagi) +o + fn (Bn + Ani) = 0. (1-13) 
假设 有 -线性 关系 
calg: 十 hogy + D + + en t hagi 十 7) 一 工 
因为 h; 都 是 FLV* 了 中 的 齐 次 式 , 所 以 或 者 hEF 或 者 hE€ 
FLV’ |. CT, 因此 有 F- 线 性 关系 
algi + D + cle: t D Fee F nEn t DSO, 
其 中 c 是 cih te + embm 的 常数 项 . 假设 了 gaH ,gm 十 T 在 下 
上 线性 无 关 , 所 以 cy =e. e Sen = 0. AI gs 十 hzg1 十 T，… ,gw 十 
hng1 十 了 在 上 线性 无 关 . 根据 归纳 法 假设 g thrist ,gn 十 hng1 
在 FEY 了 上 自由 ,因此 (1-13) 式 中 的 = =f, =0, TUBA 
万 一 0. 
最 后 还 要 证 明 F[V* ] 作 为 自由 FLV* J]*- 模 的 秩 有 限 , 实 际 上 
还 可 以 证 明 这 个 秩 等 于 |G1, 这 需要 下 面 这 个 引 理 . 
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引 理 1. 19 设 R 是 有 单位 元 的 整 环 ,S E RHPA MSE R 
的 单位 元 ,用 天 ME SRA RAS HORM. KDE. 假设 
R 作为 S- 模 是 自由 模 ,那么 [K:Ej 等 于 自由 S- 模 RR 的 秩 . 
| 证 设 {ala€E 0} 是 R 作 为 5- 模 的 一 组 自由 生 

成 元 , 即 R= 》)Sas ,而 如 果 siaa +++ saa 一 0， 
acn 
S HE Q, sERG=1, sr), M s = = s, = 0. E 


TEA (a.|e€ OQ} E E LRERK. 设 有 线性 关系 
has, Hetta, =0,4E 2, tE EG=1 yr). a B 


R 


S 
图 1. 3 


成 = Ga Lr) ,而 bi,cES. 那么 就 有 bias ++ +60, =0. Al 
I by =), = =b, = 0, FE == =4, = 0, A aala ENE E 
上 线性 无 关 . 特别 ,如 果 尺 作为 自由 SS- 模 的 秩 等 于 ce ,那么 也 有 
[天 :五 ] 一 co， 

现在 设 R 作 为 自由 S-A r, ii r<. B asa EA 
由 S- RASA A h ERG A E M BE. [K+ Er. 
WMEPLK:E]>r, BBA K 中 有 一 元 素 dl 而 add 在 五 上 


线性 无 关 . 将 dG RM d= Ti aid ER. WBA day» sda， 
ai ER ECHE E LREBX AMES 上 自由 ,这 与 自由 S- 模 尺 
的 秩 等 于 r FS. ALK: E]=r. 

再 回来 接着 证 明 (a) 二 (d), 用 玉 和 分 别 表示 FLV* IA 
F[V* 了 的 分 式 域 . 根据 命题 1. 11, E Æ K 的 G- 不 变 子 域 . 根据 
Galois 理论 ,[K:E] 一 1G|. 再 根据 引 理 1. 19, FV" ERA ICI 
自由 FL J-A. 

注 记 在 (a)~(d) 的 证 明 中 只 要 假设 下 是 无 限 域 和 它 的 特 
征 与 1G| 互 素 ,这 在 引 理 1. 18 的 证 明 中 用 到 .G 是 有 限 伪 反 射 群 的 
假设 也 只 是 在 引 理 1. 18 的 证 明 中 用 到 . 
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系 理 1. 20 设 V 是 无 限 域 上 的 有 限 维 向 量 空间 ,G 是 作用 
在 V 上 的 有 限 伪 反射 群 ,并 假定 F 的 特征 与 1G | 互 素 ,那么 
F[V*]/1 是 Ff 上 的 1G| 维 向 量 空间 . 

证 根据 定理 1. 17(a) 二 (d) 的 证 明 , 上 向 量 空 间 FLV* ]/I 
的 维 数 就 等 于 自由 F[V* J- 模 F[V* ] 的 秩 , 而 后 者 又 等 于 G 的 阶 
IG]. O 

在 这 里 顺便 插 进 下 面 这 个 命题 . 


命题 1. 21(Chevalley 1955) 设 V 是 无 限 域 上 的 n 维 向 量 
空间 ,G 是 作用 在 V 上 的 有 限 伪 反射 群 ,了 是 FL 于 在 FLV' ] 中 
生成 的 理想 ,再 设 下 的 特征 与 1G| 互 素 .那么 对 任意 o€G 和 f+ 
TEF[I7 /7 ,定义 co.(CF 二 7 门 =c 二 7 就 得 到 G 的 一 个 表示 ,而 
这 个 表示 和 G 的 正则 表示 等 价 . 

证 设 o€EG,gE€E1, 那 么 显然 有 ogEIl. 因 此 定义 
o-(f+D=o-f+1V o€G,f+1€ FLV']/1; 是 合理 的 . 把 这 样 
得 到 的 表示 记 作 了 T, 那 么 T 的 表示 空间 F[V*]/1 Æ F EH IGE 
向 量 空间 . 还 要 证 明 人 和 G 的 正则 表示 等 价 . 

设 1G|=m, 根 据 (a) 二 Cd) 的 证 明 , 自 由 F[V*J*- 模 FLV' j 的 
KEST mK iti get] BF LABS I 的 一 
组 基 , 不 妨 假设 g1，… ,gx 都 是 FLV*] 中 的 齐 次 多 项 式 .根据 (a) 之 
(d) 的 证 明 ,g1，,… ,ga 就 是 自由 FLV*' J- 模 F[V' ] 的 一 组 自由 基 . 
设 z 是 G 中 任意 元 素 ,那么 


oeg = Daylo) gi, j=l, m. (1-14) 
i=} 


可 以 假定 aj(o) 都 是 FL[V* 了 中 的 齐 次 式 , 而 deg ajlo) =deg gj 一 
deg 8g ,特别 as Co) EF, i=1, om. 用 KK 入 分 别 表示 FLV"] 和 
FLV* JF 的 分 式 域 ,那么 819°? 98m 也 是 K 在 E 上 的 一 组 基 . 因此 
o> (ai(0)) (1-15) 
就 是 把 天 看 作 巨 上 的 向 量 空间 时 ,G 在 向 量 空间 K 上 的 表示 ,把 
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它 记 作 工 . 从 (1-14) 式 推出 
org +D = X, Cao) + Dle H D. 
i=] 


显然 ， 
oH laylo) +I) 

就 是 G 在 上 向 量 空间 F[V* ]/T EWRRT. TATARER 
有 相同 的 特征 标 ,因此 等 价 . 

另 一 方面 , 玉 是 五 的 Galois # 3K, m K € E EH Galois 群 就 
是 G. 设 G= {o=1,o,…oo}. 根 据 正 规 基 定理 ,有 Fe 天 使 得 
ofiso fison S È K E E LAH. i oG PERG 
素 ,那么 


a+ (af) = Db D, j=l, 
i=] 


HP blo) EE 因此 

o > (bi(0)) (1-16) 
也 是 G 在 向 量 空间 KK 上 的 表示 T, 而 (1-15) 式 和 (1-16) 式 只 是 
了 TT, 相 对 于 不 同 的 两 组 基 的 矩阵 表示 . 显然 , (1-16) 式 是 G 的 正则 
表示 ,因此 ,G 的 表示 了 等 价 于 G 的 正则 表示 . 口 


(d) 二 (b) 的 证 明 ”假设 F[V* J 是 有 限 秩 的 自由 FLV* N-R. 

根据 有 限 生成 定理 ( 即 定理 1. 6),F[V* 了 是 有 限 生成 的 已 代 
数 , 那 么 根据 系 理 1. 5,F[V* 了 是 Noether 环 . 像 定理 1. 6 的 第 一 个 
证 明 中 一 样 , 令 

FEV = FIV* J @OFIV" EO, 

显然 F[V* ]4 是 F[V 的 理想 .因此 FL GEFN T ARE 
成 的 理想 . 可 以 在 FLV* 4 中 选 一 组 极 小 齐 次 生成 元 用,… ,fm, 这 
就 是 说 fis ore sfm 都 是 F[V* ]4 REFRA, fiee sfm 是 FL 了 
中 理想 FLV 于 的 一 组 生成 元 ,但 对 任意 i=1,…,m, fis fis 
…，, 廊 却 不 是 ,这 里 六 表示 把 从 fio fe PRO. 当然 有 


647895 
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deg f,>0,i=1, ++ m. FAA FLA. +5 fm Be FY 中 所 有 形 如 
PE Siefers Cim EF 


1 


的 有 限 和 式 组 成 的 F- -代数 ， 显然 FLA Sa CFC J. FE AA 
FLV* °CFU fio ,fj. 这 只 要 证 明 F[V* GCFA fn JED AT. 
当 d= 二 0 时 ,这 显然 是 对 的 . BR d>0,m AE FLV 了 ,那么 fe 
FL 地 .于 是 可 以 把 了 表示 成 
f= bf, + + bp fins 

其 中 OC FLV" ]°,i=1, ++ m. BRA biste ,bn 都 是 FL I 中 
齐 次 式 , 于 是 deg b;<deg f=d. 根据 归纳 法 假设 ,56.€ FF[f,…， 
fxj 一 1 因此 FE RFLP fn) 

还 需要 证 明 fof, 在 上 代数 无 关 . 用 反 证 法 来 证 ,假定 
fists tn 在 上 代数 相关 , 即 F[Xi,…,X,j] 中 有 一 个 多 项 式 
A(X, 00 Xm) 0, (AE 

Afi ss fn) = 0. (1-17) 
设 aX, eXer ee tH AE A PE PR € F ii a40. S d= 


deg fi. 那么 deg (af 0 fir) = Sde. 令 d= Ya HSA 


Ah 中 那些 单项 式 的 和 ,经 代入 fie ,fm 之 后 ,它们 的 次 数 都 等 
于 d. 显然 hy(Xi… ,Xm) 关 0 而 ha fires fa) = 0, E E TT A RI 
h=ha. 

设 easte 是 V AAE oan EVP eae IE 
基 , 那 么 F[V ]=Fir sr]. EP AOSS), FB C1-17) KF 
Zi 求 偏 导 , 得 到 


$h ee (1-18) 
其 中 
oh 
hi = Soa). 
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显然 思 是 F[V* 了 了 中 次 数 4 一 di 的 齐 次 多 项 式 ,而 下 都 是 FLV*] 
中 的 齐 次 式 . 重 排 一 下 hi, ttes Rn 使 得 Aysst sh, 是 hys ett Am 在 
FEV FI PERDRE- ARDERE, ALIS Sm. 把 his 
shy 表 成 户 sh, 的 FL[V* 下 -线性 组 合 

h; = SS ashi Vij E F[V* ] ,7 =rt+ 1,--.m. (l-19) 


h 作为 arses, 的 多 项 式 是 4 一 di 次 齐 次 式 ,因此 略 去 (1-19) 式 
右 方 互相 消去 的 项 之 后 ,可 以 假定 纪 是 d-d; KEKR H- 
19) 式 代入 (1-18) 式 ,得 到 


Sal E + $ 0, 2] = 0, k=l, e,n. (1-20) 
i=] j=r+1 A 


> 


i= lye rk = lyn. (1-21) 


显然 ww 是 二 zs 的 di 一 1 次 齐 次 式 . 根据 假设 , 设 g1,…,g; 是 
F(V* J]- 模 F[V* ] 的 一 组 自由 生成 元 ,那么 可 以 把 wa 表 成 

Ux = Dwg,, tin E Flv" Fe. (1-22) 
把 (1-22) 式 代入 (1-20) 式 之 后 ,利用 g1,…,gi 在 FLV*] 了 上 自由 
就 推出 

> hit 一 0. 

根据 对 六，…， 疡 所 作 的 假设 ,由 引 理 1. 18 推 出 uw € FLV" 15 (习题 
1-13), 再 从 (1-22) 式 推出 wa E7, 这 里 仍 用 了 表示 FLV* NE 
FLV" ] 中 生成 的 理想 . 自然 Sot ,fa 也 是 了 的 一 组 基 . 因此 可 将 
ui 表 成 fi sore Fn 的 FLV* ]- 线 性 组 合 

Ui = ou， Vvu E FLV }. (1-23) 


I=!1 


从 (1-21) 式 和 (1-23) 式 得 到 
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ie f4 > Vij = Douf, (1-24) 


把 (1-24) 式 双方 乘 以 RE Mh 求 和 再 利用 Euler 关于 齐 次 多 
项 式 的 公式 (习题 1-14) ,就 推出 


dif: + X vaf = = 3) Deans 
那么 上 式 双 方 的 d: 次 分 量 相等 ， 于 是 就 表 成 其 余 的 万 (7 和 六 的 
FLY -线性 组 合 , 设 
fi= Daf; a € FLV"). 
作用 平均 算 子 xz, 就 得 出 
fi= af. 
这 与 fis fn ERA JB. 

最 后 再 证 明 m=n. BAUM T FV’ =F fa] ,而 
fisto fn 在 F 上 代数 无 关 . AEF T gop sR E EF EAS 
越 次 数 等 于 m. BK FLV" HARR, RENAL. 11, 天 "一 
因此 KK 在 E 上 代数 ,那么 玉 在 上 的 超越 次 数 就 等 于 居 在 FF 上 
的 超越 次 数 ,而 后 者 显然 等 于 ”所 以 m=n. 

这 样 (d) 一 (b) 就 证 明了 . 

在 (d) 二 (b) 的 证 明 中 的 最 后 一 步 证 明了 


系 理 1. 22 设 G 是 作用 在 无 限 域 上 的 维 向 量 空间 V 上 
的 有 限 伪 反射 群 ,有 ,…, fs 是 G 的 加 个 在 F 上 代数 无 关 的 齐 次 
BAEK FLV* =F fis fal BA m=n. 口 


基于 系 理 1. 22 ,我们 定义 : 设 G 是 作用 在 无 限 域 忆 上 的 =” 维 
向 量 空间 V 上 的 有 限 伪 反 射 群 ,G 的 ”个 在 下 上 代数 无 关 的 齐 次 
不 变 式 如 果 在 下 上 生成 FLV 了】 了 ,就 叫 G 的 一 组 基本 不 变 式 . 
1.4.3 Shepherd-Todd 定理 

为 了 证 明 Shepherd-Todd 定理 , 先 对 于 适合 条 件 (b) 的 有 限 线 
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性 变换 群 来 定义 它 的 一 组 基本 不 变 式 .在 证 明了 Shepherd-Todd 
定理 ( 即 (b) 一 (a)) 之 后 ,就 可 以 知道 这 实际 上 就 是 有 限 伪 反射 群 
的 一 组 基本 不 变 式 . 

设 V 是 域 尺 上 的 = 维 向 量 空间 ,C 是 GL(V) 的 有 限 子 群 . 若 
说 C 有 一 组 基本 不 变 式 , 就 是 说 有 ?= 个 代数 无 关 的 C 不 变 齐 式 
Sirto fas CAVE F LERF F, BREV =F fis fn]. X 
时 , 方 ,…, 访 也 叫做 G 的 一 组 基本 不 变 式 . 

在 证 明 (b) 一 (c) 之 前 , 先 证 明 有 一 组 基本 不 变 式 的 线性 变换 
群 的 几 个 性 质 . 


命题 1.23 设 六 是 域 尺 上 的 = 维 向 量 空间 ,G 是 GL(V) 的 有 
限 子 群 ,再 设 fio A g1,…,g, 是 G 的 两 组 基本 不 变 式 , 那 么 
把 g1,…,g; 重新 排列 一 下 之 后 ,一 定 有 deg fi=deg go 一 1，…， 

证 设 deg fi 二 di,deg gi 二 ei,i 一 1,…,n. 根据 命题 的 假设 ,有 
F E2n 个 个 未 定 元 XX ，…,X, 的 多 项 式 Fi(X1,… XDA CK, 
eX) ,i 二 1，… om, HIE 

fi = Fg ga) t= 1 nNn 


和 
gi = Gfirst Fn) i = l,a 
根据 求 偏 导 函 数 的 链 规则 ， 
af, L OF; 3G; . 
ba = 37, 2 3g, af li,k<n 

这 就 是 说 ,矩阵 

aF,) ,| 3G, 

HEA 
HAWER. 因此 

det) x 0. 
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那么 这 个 行列 式 的 展开 式 中 至 少 有 一 项 不 等 于 0. 把 g1,…,g, 重 
新 排列 一 下 ,可 以 假设 下 面 这 一 项 


因此 Xi 一 定 在 F; 中 出 现 ,i=1,… yn. 于 是 di 之 ei, Sid, 之 Se. 
i=1 i=1 


同 理 ,从 
det| 2%) 0 
又 可 推出 e>do i= Ly 0 KB n BAS mE NES. 那么 


n n n n 9 i$ 
Se > dew = Xam Sya A Sym dee 
i=] i=] i=} i=l i=] 07 
n. CJ 


BV ÆR F bn EMSC 是 GL(V) 的 有 限 子 群 ,并 
假定 G 有 一 组 基本 不 变 式 fioa e di 二 deg fi,i 二 1,…,n. 根 
据 命题 1. 23,di,…,d, 不 依赖 于 基本 不 变 式 组 fioo fa 的 选择 ， 
那么 disses sd, 叫做 G 的 次 数 . 


引 理 1. 24 设 V 是 特征 0 的 域 下 上 的 维 向 量 空间 ,G 是 
GL) A AiR FR. EV 的 “一 1 维 子 空间 , 令 
Gu = lo € G|oà = à,Y A € H}. 
如 果 G 中 没有 伪 反 射 以 H 为 反射 超 平面 ,那么 G= 11). MRC 
ÞARI H 为 反射 超 平面 ,假设 G 中 一 共有 > 一 1 个 伪 反 射 
以 五 为 反射 超 平面 ,那么 Gi 是 ”~ 阶 循环 群 而 且 有 一 个 向 量 4€ 
V\H 使 得 对 任意 o€ Gn 都 有 o4==5o4, 其 中 5 是 下 中 的 7 次 单位 
根 ,而 geEGa) 之 中 一 定 有 本 原 - 次 单位 根 . 
证 第 一 个 断言 是 显然 的 ,现在 来 证 第 二 个 断言 . 设 G 中 伪 
反射 o1,…,o,-1 以 瑟 为 反射 超 平面 ,那么 Gn 二 {01,*…,0,-1,0, 一 
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1). R511. 16, AE VH EF AHO AKC PA 
1 的 单位 根 . 对 任意 ;一 2,…，,r, 可 设 =E At m P EEF, 
而 mAmE 五 .经 计算 可 得 o oroo CD) 三 人 十 (和 一 morlorlco 是 
有 限 阶 元 , 设 它 的 阶 等 于 mA mE 一 1)p 一 0, 因 此 w=0. F 
FEOA=C.Ai=1,- 7 At 5 是 下 中 的 单位 根 ,用 品 表示 下 中 所 
有 单位 根 组 成 的 乘法 群 , 那 么 映射 
Gy U, 
o> Ea, 
就 是 群 同 构 映 入 . 因为 上 任意 次 多 项 式 顶 多 有 x 个 根 ,所 以 FF 
的 乘法 群 的 有 限 子 群 都 是 循环 群 ,因此 Gu 也 是 循环 群 , 设 m 是 
Guy 的 生成 元 ,那么 纪 就 是 -次 本 原单 位 根 . 口 


命题 1. 25 设 V 是 特征 0 的 域 忆 上 的 二 维 向 量 空间 ,G 是 
GZLCV) 的 有 限 子 群 ,并 假定 G 有 一 组 基本 不 变 式 ,而 died, 是 
G 的 次 数 ,再 设 G 一 共有 N 个 伪 反 射 ,那么 

dd,-d, = |G}, 
(di 一 1) 十 (ad 一 1) 十 … 十 (aq 一 1) 一 和信. 

证 设 亡 ,… 访 是 G 的 一 组 基本 不 变 式 ,而 deg fi=d;,1= 
leesn ABAFE = 三 户 …， 广 ]. 根 据 命 题 1. 13， 


POCF[IV* ,0) = Ddim FLV" je = [I 
d=0 t= 
再 利用 定理 1.15 中 Molien 公式 (1-6) ,就 得 到 
1 1 _ ii 1 
G da — ot) U jo (1-25) 


1-25) RMT FEW 1 — 2)" RA 
1 1 
IGI 2 det (1 一 ot) 


ZEC 


—i_ 
1 


(1 — 1)” 


(1-26) 


= 1 
=I ETETE 
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(1-26) 式 左 方 和 式 中 ,= 一 1 的 一 项 正好 等 于 1,a 天 1 的 各 项 表 成 分 
子 和 分 母 互 素 的 上 的 有 理 分 式 时 ,分 子 都 含 1 一 上 为 因 式 . 因此 将 
t 二 1 代入 (1-26) 式 ,就 得 到 |G| Ss (didz-d,)', AIK |G) =did, 
“dd,. 

再 细致 研究 一 下 (1-26) 式 左 方 的 和 式 ,o BAR 6 (一 
1,…,N) 时 ,o; 有 z= 一 1 个 特征 值 等 于 1 ,而 有 一 个 特征 值 夭 1, 设 为 
bi 那么 (1-26) 式 左 方 和 式 中 o 这 一 项 就 等 于 

1—t 

1 — C3’ 
(1-26) 式 左 方 其 余 各 项 表 成 分 子 和 分 母 互 素 的 上 的 有 理 分 式 时 ， 
分 子 都 售 (1 一 站 :为 因 式 . 因此 (1-26) 式 可 以 表 成 


Tli + VPs g +a- Dro] 


i= ler, N. 


=U rer r pe (1-27) 


其 中 AC) AST BEAR 1 — 2 为 因 式 . 将 (1-27) 式 对 上 求 导 , 得 到 


1 | sr fo) a paw) Aa nero | 
GIA A = ba)? 


i 1 
ll 


5 _1+2+ + 《di 一 Dr 
LEERE per Hemi fo 


将 ;一 1 代入 上 式 ,就 得 到 


0/2 Yd — 1) 


IGI 2, 1— dd d, 
上 面 已 经 证 明 |G|==d1d。…4d,, 因 此 有 
>, (d; 1) = 2> Ly . (1-28) 


i H EV 的 n 一 1 维 子 空间 ， jo 010,51}. 
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根据 引 理 1. 24,7 ACV\H 使 得 对 i 二 1,2,…,r 都 有 oC) 二 bs， 
其 中 ,是 单位 根 ,显然 Gu = (or e 30,156, 


一 一 
r 


1) ,而 e =t, 
因此 和 9 sbl E Ea sve vo ,的 一 个 排列 ,那么 


-5h T= D-DD 
所 以 


2 
因为 G 是 有 限 群 ,V 只 有 有 限 个 一 1 维 子 空间 可 以 作为 G 中 伪 反 


射 的 反射 超 平面 . 对 每 一 个 这 样 的 一 1 维 子 空间 作 上 面 的 计算 ， 
然后 把 结果 加 起 来 ,就 得 到 


1 _N 
2g 


; 2 

再 从 (1. 28) 式 就 推出 Sd -1I=N. C] 
显然 (b) 二 (c) 是 命题 1. 25 的 结论 之 一 . 前 面 已 经 证 明了 

(a)=> (d)>(b), FRA 


命题 1. 26 KC EEA ER EON F En Ea] V E 
的 有 限 伪 反射 群 ,d1,…,d, 是 G 的 次 数 ,而 G HAN TAR 
射 , 那 么 


d,d,-d, = |G|, 


(di — 1) + (d — 1) +e +a,- DSN. 


O 
为 了 证 明 (c) 一 (b) ,需要 下 面 这 个 引 理 . 


引 理 1. 27 设 V 是 域 玉 上 的 n 维 向 量 空间 ,G 是 GL(V) 的 有 
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限 子 群 ,并 假定 G 有 一 组 基本 不 变 式 fi,…,f,,deg f=di(i 二 1， 
eon), M did Sd, HK gist, EG 的 nn 个 代数 无 关 的 
FF IK ARAB deg g:;=e,G=1.-.n) ,而 eee <e,. 那么 eS 
diG=1, n). 更 进一步 ,如 果 e; 一 4d;(i 一 1,…,n), 那 么 F[V* = 
FLgi,… sgn Jo Bl gi,…,g; 也 是 G 的 一 组 基本 不 变 式 . 

证 先 证 明 e/ 之 di, 根 据 假设 FLV* SFA gE 
FEV ERA gy 是 fio fi MBO. AeA ed). 

再 设 A> 1, FF A 6 之 di(1 志 i 志 k 一 1) 都 已 经 证 明 , 去 证 ei 之 di， 
MR a<d,AAFLV* | =FUfis fal BA gists oe 都 是 
fis fra BWR. FEFE BOCK fia). AW g> 
5g, 在 上 代数 无 关 , 所 以 F(g1,…,g) 在 下 上 的 超越 次 数 等 于 
k. 可 是 FCfi,…,fi1) 在 Ff 上 的 超越 次 数 等 于 一 1, 这 是 一 个 蔬 
盾 , 所 以 ed. 

根据 数学 归纳 法 原理 ,e: 之 d;(1 二 1,…,n). 

再 假设 e 二 4di(i==1,…,n), 不 难 推出 ,对 任意 非 负 整数 d, 
Sis Sil d 次 齐 次 多 项 式 组 成 的 空间 有 一 组 基 

gregg, hotsi, S 0,he t ee + ie, =d. 
那么 它 的 维 数 就 等 于 把 4 分 拆 成 若干 个 e;，… ,若干 个 e, 的 和 的 
分 拆 数 ,而 后 面 这 个 数 又 等 于 FLV'* e 因此 Flgi,…,g,js 一 
FLV" JG. 所 以 Fleiss +g.J=FLV" 1°. BD gioco g, 也 是 G 的 一 组 
基本 不 变 式 . 口 


现在 来 证 明 (c) 过 Cb). 设 V 是 特征 0 的 域 上 的 维 向 量 空 
间 ,G 是 作用 在 V 上 的 有 限 线性 变换 群 ,用 ,…,f, 是 G 的 nn 个 代 
数 无 关 的 齐 次 不 变 式 ,deg fi=d; Ain) , M |G| =did,---d,, Hf 
么 F[V*]J° DF Lfi> very fajo F 是 FL 一 FU fio falas 
dim F[V* ]§=dim Ffi see, fala 由 命题 1. 13, 当 0 入:*<1 时 ,有 


PCF sets fadt) = > dim Ffit s Fa lat” 


38 有 限 反 射 群 的 不 变 式 论 


=|] a= n. 
f=] 
由 命题 1. 15, 当 0 过 1 时 ,有 
PCFLV" J],t) = X dim F[V* J 


d=0 


1 


1 
IG | 2 det (1 — ot)’ 


doEC 
因此 
TÈ maw > I Qa =, 0K. 
用 H= {(0,,i=1,°° N) ÆG 中 的 反射 组 成 的 集合 ,并 用 E: 表示 Oi 
的 去 1 的 那个 特征 值 ,将 上 式 双方 乘 以 (1 一 2”! ,就 得 到 


1 1 x 1 a — m! 
l tugt 2 dt a 


1— o#1,0GH 


>a- j] ann, o<e<. 


i=] 


N 一 

1 (1 — +"! 
> 1 — Eit + > dat — øt) 
IGI = [[a Htt e eD 
>, 0L 
G 一 sila Hipo + #471) 


i 二 1 


SD =O GI [| attt) , 则 


t=] 


N 一 
1 (C 0)" 
+ 一 ~ -一 -一 
2 1 ot, det = 
> IO oe. 
Matit te) 


在 上 式 中 令 1>1, 就 得 到 
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N 
Z g>! IT.) ~ Timg(2). 
i=] 4 


之 


根据 命题 1. 25 的 证 明 胃 2 =F, S Go 表示 GG 中 伪 反 射 生成 的 


群 ， 那么 [G| <, el19 en "e 的 次 数 . 根据 引 理 1. 27, 可 以 
假定 ald 1<i<n), RHE GH. 26. 之 (e-—-1) =N. 根据 
L’ hospital 法 则 ， 


åqe]| — I A 十 上 十 … 十 好-D) 
limg (t) =lim 
t+] t~1 


a-o 
=} Ila) Da — 1). 


因此 Ye 一 1) 之 Za 一 1) .根据 引 理 1. 27 的 第 一 个 断言 ， 


de=, -yn). 因此 di=e,G=1,-.2),G.=G. E G EAR 
反射 群 ,而 心 ,…,d。 是 G 的 次 数 . 再 根据 引 理 1. 27 的 第 二 个 断言 ， 
F[V* w= FU fis: ,fl. 


为 了 给 出 (b) 二 (a) 的 证 明 , 和 需要 下 面 这 个 利用 Jacobi 行列 式 
来 判断 一 组 多 项 式 是 否 代数 无 关 的 命题 . 


命题 1. 28 设 FF 是 任意 域 ,让 ,…,f, 是 下 上 个 未 定 元 
Xo X, 的 多 项 式 , 那 么 记忆 在 已 上 代数 无 关 , 当 且 仅 当 它 
们 的 Jacobi 行列 式 


If isos sta) a 
BCX ,Xs Xn) aX ; 1i jn 


证 Re 户 ,…, 廊 代数 相关 ,那么 下 上 有 一 个 二 个 未 定 元 
Yoe YWER ETA AY YDE 


= det | #0. 
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hfs fa) = 0. (1-29) 
可 以 假定 疡 的 次 数 尽 可 能 地 小 ,固定 一 个 妃 将 (1-29) 式 对 X, RA 
导 , 得 

> A x =0, f= lyn. 
BESS fat Sad of Late om dE SREY BR PE 
是 
2 

如 果 AER, 由 (1-29) 式 一 定 有 A 一 0, 与 六 是 非 零 多 项 式 的 假设 巴 
盾 . 因此 AG FFE ES GH 1m BAF AOR 


TAO. By h 选 为 次 数 尽 可 能 小 的 多 项 式 使 (1-29) 式 成 立 ,所 以 


oh 
gy, Sir Fe) 00 A 


afi\ _ 
x = 0. 


反之 , 设 fi ,fs 代数 无 关 . 因为 F(X 90 XE F 上 的 超 
BK REF n, AME ASIS); Xi hiss Sa 都 代数 相关 ， 
于 是 有 FE ?十 1 个 未 定 元 YooYistttsYn 的 非 零 多 项 式 AYosY1> 
…,Y,) 使 


det 


hil Xis fi fa) = 0. 
可 以 假定 h 是 使 上 式 成 立 的 次 数 最 低 的 多 项 式 . 将 上 式 对 XK 
偏 导 ， 


"oh, af; dh; — 
之 (Xi fists fa) ax, + ay, Xf Fada = 0. 


(1-30) 
因 为 fite sfa 在 F ERREX, h 对 于 Yo 的 次 数 一 定 之 0. 于 是 
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SF HOTT deg + <deg A IRENI A BREE IBLE — EH E X, 


isc fa) 0. 将 (1-30) 式 中 最 后 一 项 移 到 等 式 右 方 ,再 把 这 些 方 
程 写 成 如 下 的 矩阵 形式 


ah, \ | af, ah, 
Ealea = | Sa nak 
上 式 右 方 是 一 个 对 角 和 矩阵 而 对 角 线 元 素 全 不 等 于 零 , 所 以 上 式 左 
方 的 Jacobi 行列 式 也 不 等 于 零 . O 


MEA EEM. 17H (b) > (a) HEA. 
(b) 二 (a) 的 证 明 设 广 ,…, 亡 是 G 的 2 个 代数 无 关 的 齐 次 
REX FV =F Ai fad. S deg f= di G51, 0). K 
Go 是 由 G 中 伪 反 射 生成 的 子 群 .根据 (a) 之 (b), 忆 LV“ =F gy, 
egib EP goeg, 是 下 上 个 代数 无 关 的 Go 的 齐 次 不 变 式 . 
令 deg g;=ei=1,° mn). 显然 F[V* CFLV* ,因此 每 个 fi; 都 
可 以 表 成 gig, 的 多 项 式 
Si = Figg). 
取消 多 余 的 项 之 后 ,可 以 假定 Fi 中 的 单项 式 gh…g 和 都 适合 条 件 


Sle =d Mf ito RAS, 


af, aF; ag; 
ax, 加 Ds 3g, Ig; ox, 
根据 命题 1. 28, Jacobi 行列 式 
det a) #0, 
因此 
det =| Æ 0. 
og; 


EHE gorog, 之 后 可 设 这 个 行列 式 中 下 面 这 一 项 
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7 oF; 
Il az * o 


因此 g 一 定 在 中 出 现 ,于 是 deal, n). 将 命题 1. 25 和 
1. 26 的 第 二 个 结论 分 别 应 用 到 G 和 Go 上 来 ,就 有 
MG-D=N 和 > 一 1)=N， 
因此 4,=e, 再 把 命题 1. 25 和 1. 26 的 第 一 个 结论 应 用 到 G 和 Go 上 
来 ， 
IG| = d,d,--d, = |G|, 
因此 G=Go. 这 就 是 说 ,G 是 由 它 所 含 的 伪 反 射 生成 的 群 ,因此 G 
是 有 限 伪 反 射 群 . 
这 样 ,定理 1. 17 就 完全 证 明了 . 


$1.5 有 限 伪 反射 群 的 相对 不 变 式 


仍 设 G 是 作用 在 特征 0 的 域 下 上 的 维 向 量 空间 V 上 的 有 限 
伪 反 射 群 ,再 设 xX,G 一 F* 是 G 的 一 个 1 维 表示 . 对 于 FE FLV ], 如 
Ro f=XOSL S 就 叫做 G 的 X- 相 对 不 变 式 . 显然 

det:G — F* 
o H deta 

是 G 的 1 维 表示 ,因此 有 G 的 det- 相 对 不 变 式 的 概念 . 

例如 ,van der Monde 行列 式 

1 1 oes 1 


n—1 n—1 n—] 
xt x one x 


是 = 个 文字 的 对 称 群 S, 的 det- 相 对 不 变 式 , 而 且 它 还 是 齐 次 式 . 
设 S19529 °°? s Sp 是 Lys Tos "Tn 的 初等 对 称 多 项 式 , 那 么 它们 的 
Jacobi 行列 式 


ICS) 982 9°88 95nd 
ax, sT Zn) 


ete WI La NAILED Ath ee mr T A 
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也 是 S, 的 det- 相 对 不 变 式 . FARIS, 的 任 一 det- 相 对 不 变 式 都 是 
Koyo yz 的 初等 对 称 多 项 式 的 Jacobi 行列 式 和 S, 的 一 个 不 变 
式 的 乘积 ,这 一 结果 可 以 推广 到 有 限 伪 反射 群 上 去 . 

这 里 先 来 讨论 有 限 伪 反射 群 的 一 组 基本 不 变 式 的 Jacobi 行列 
式 的 因子 分 解 . 


命题 1. 29 12 G 是 作用 在 特征 0 的 域 下 上 的 = 维 向 量 空间 T 
上 的 有 限 伪 反 射 群 ,om,…，,cw 是 G 中 所 有 的 伪 反 射 , 它 们 的 反射 
超 平面 分 别 是 Hie Hy Sie f EC 的 一 组 基本 不 变 式 .再 
设 e…'s, 是 7 的 一 组 基 ,z…zs 是 ee 在 了 中 的 对 偶 
W, H; H LCs ,Xs) 二 0 所 定义 (zi s Ln) E Litt ,zs 的 齐 次 
线性 式 , 即 H= (AEV Lz a) (A= 0). RAE oofa A 
HE xz ,… ,zx 的 多 项 式 , 有 


afi ye sfa) — ~ ses 
DCzl，… £n) = c[k, Ta)» (1-31) 


Ee cE F,cH0. 
证 AJ 表 (1-31) 式 左 方 ,显然 deg J 一 > (di 一 1) .根据 合 


1.26, X) (d: 一 1) = N ,因此 deg J 一 N, 这 验证 了 (1-31) 式 双 
i=] 


方 的 次 数 相等 . 

UH FE G 中 伪 反 射 的 反射 超 平面 . 根据 引 理 1. 24, 可 以 设 
Gp 二 0s0 ,0190 一 1) ,那么 Ais Hy 中 一 共有 7 一 1 张 超 
平面 等 于 H. EV 的 一 组 基 e,…'e eed HR, Il 
ze 一 和 6 其 中 如一 多 ,而 名 是 本 原 - 次 单位 根 . 再 设 r，… ,mr 
Fe, 6, EV PRIR ABA HO 2, = OT EM. 不 难 验证 ， 


MH i= lero ex =x, 1S j<n-D ii e =ar, WR a= St, 
j—1 


zji=l, ,n, 其 中 T= (0)EGL, (CF). 再 设 对 于 V 的 基 Els ttt Ens 
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H 由 lalait yzo) 一 0 所 定义 ,这 里 ly (ays s Ta) FE 人 19 9 Xn 的 
齐 次 线性 式 ,那么 


n n 
1 7 / 
Xn 一 culn( Dj Tj pets Diy Tj E 
j=l j=1 


其 中 coe Fycy0. 把 Ti iz st 二] ,代入 fi k=l,» ’ 
2) 把 得 到 的 zl ser En 的 多 项 式 记 作 gery’ ove Ta ), 即 


Bal To ) = fi Ds Xj setts Dt Zi do j=l, 2 mon 
j=} j=l 
那么 由 orgie 一 glk 一 1,…,n) 推 出 


Bal Lytt Laia La) = Eal L1 Lain) R12 ym. 
(1-32) 
将 CT ree ,Ta ) 表 作 


g(a)! srt, ) = N hn Olitpa! gt Ly) Ln "s 
m20 
那么 从 (1-32) 式 推出 ,如 果 了 下 mW) Am Cay! ste 92,1) = 0. 特别 ， 
当 0<m<r 时 ,hn Cx sore ,X 1) 一 0. 又 有 


Og, (ary! TD) , _ 
CBA ， ”一 一 一 > mhala! 9° Ly) ne 1， 
OZ, 


m>0 


因此 


wee ' 
Ly 和 | io : zs) , k= 工 ，… 57. 


az, 


所 以 


一 Igit En) 
fr—l _ 
Tn Ilx’ RETTERE oe y’ (1 33) 
因为 
3(g 38) Of sets fa) lErEn) JdetT 
aa,’ Ta ) 和 OC 98 Ln) Ilx’ Ta ) e , 


所 以 (1-33) 式 与 
lult ,Za)r 1 |J 
等 价 . 对 G 中 伪 反 射 的 反射 超 平面 都 重复 上 面 的 讨论 ,就 得 到 
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Tac sore Ln) |J. 
因为 它们 的 次 数 相 等 ,所 以 (1-31) 式 成 立 . Oo 


命题 1. 30 KC 是 作用 在 特征 0 的 域 尺 上 的 向 量 空间 Y 上 的 
有 限 伪 反射 群 ,而 万 万 大 是 G 的 n 个 代数 无 关 的 齐 次 不 恋 
R CHE F EER F-RA I. S 


af; vf if.) 
x, eee Tn) 


J= 
那么 

(a) ov 一 (deta)J YaEC; 

(b) 设 pEF[IV] 而 cp=(det o) p.V CEG, MBA p=Jeg, 
而 gE Flv" ]°; 

(c) 对 有 =0,1,2,…, 令 4 表示 G 的 & 次 det- 相 对 不 变 式 组 
成 的 上 的 向 量 空间 ,那么 dim A,=dim FLV" w。 

证 (a) BPR ALI. 再 来 证 明 (b). 设 pp€EFLV'*] 而 o*p= 
(det o)p,Y ceEG. 沿 用 命题 1. 29 中 的 记号 , 设 互 是 G 中 伪 反 射 的 
一 个 反射 超 平面 ,Gn 二 (0) 而 o 的 阶 等 于 7r, 选 V ee, 使 
ole) =e; AS jKn— 1), Mi o Cen = Sila Si = Eor ba 是 本 原 r 次 
单位 根 . Hear! eoan 是 es 在 了 "中 的 对 偶 基 ,那么 五 由 
x= ORE Moe x, =x, 1Sj<n—-1) MW ox = Fa YK x: 


= = > Cpt 一 1 :7 


ghee) = pet) Vz) 
因 co= (Cdetc)a ,而 deto=t,, 所 以 
Q(X, 928 Len be Li) = Eq ay yee Ts 1 Ts). (1-34) 
将 aa oz) BIR 
Ghai sla) = X an(n) To， 


m20 
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那么 (1-34) 式 就 可 以 写成 
了 go 


比较 上 式 双 方 的 系数 ,就 推出 当 rm 时 ,gq (zi,…,z,_1) 二 0. 特别 
240m <r 时 ,qn (219% Xa-1) 王 0, 因此 zx gra). 再 设 
XIF V 的 基 6 ,…,e, 态 由 V(x,…,X,) 二 0 所 定义 ,这 里 L(x， 
esL) FE Diy ttt Ln 的 齐 次 线性 式 ,那么 和 命题 1. 29 的 证 明 一 样 ， 
就 有 l Cayo stn) | pCa ,Tw). 对 G 中 伪 反 射 的 反射 超 平面 
都 重复 以 上 的 讨论 ,就 得 到 J|plri,… ,zs). 令 g= 二 P/JEF[LV']， 
那么 显然 有 org=g,V o€G. 

(c) 是 (b) 的 直接 推论 . o 


$1.6 有 限 擅 反射 群 的 次 数 Solomon 定理 


定理 1. 31 B F ERER, V 是 上 的 x 维 向 量 空间 ,G 
是 作用 在 V 上 的 有 限 伪 反 射 群 ,而 doed, 是 G NKR. m = 
di 一 1,1 二 1,…,n. BR g Æ G 中 那些 元 素 的 个 数 , 它 们 的 不 变 向 
量 组 成 > 维 子 空间 ,r= 二 0,1,…,n. 那么 

(t +m) + m) + m) = go t gt 二 十 gat". 

(1-35) 

注意 ,命题 1. 26 是 这 个 定理 的 简单 推论 ,把 t=1 代 入 (1-35) 式 
就 得 到 did2…d; 二 go 十 十 … 十 gs 二 1G|; 比 较 (1-35) 式 双方 1"! 
的 系数 就 得 到 (dj 一 1) 十 (4 一 1) 十 … 十 (qd, 一 1)= 二 g,_1 二 G 中 伪 反 
射 的 个 数 . 

Shephard-Todd 于 1954 年 对 一 个 个 的 不 可 约 有 限 反 射 群 观察 
出 (1-35) 式 成 立 ,Solomon 于 1963 年 对 任意 有 限 反 射 群 给 出 了 
(1-29) 式 的 一 般 证 明 . 下 面 介 绍 Solomon 的 证 明 , 这 需要 引进 微分 
PIA. 

WW eate 是 V 的 一 组 基 , 按 公式 rle) =e Sijn) 
EX root EV". EHR dzee odz, Æ F EW n TRS. i pE 
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aE fh $2 MO p<n. MA F EWES 广 齐 式 就 指 以 下 形状 的 表 
达 式 
w = > Timi, dz; + dz;.» 
1&i Si, en 


REP raei, (E) = rai, Cais Xo) CF aie ae). 下面 把 求 和 范围 1 
iy <<, <n HIDE i <<, 微分 p- 齐 式 也 简称 为 p- 章 式 ， 
显然 0- 齐 式 就 是 下 中 的 元 素 . 设 
7 一 >， Simi, Codz; dz 
Cis 
是 另 一 个 p- 齐 式 , 定 义 o= HAK 
Timi, (E) CD) WIKA SeKS. 
再 定义 
由 十 了 一 > Oae lT) + si (Dda dz 


hancig 
对 于 任 一 r(x) E€ F(z, ere Ln) ,定义 
7r(Z)ow = 5 rT (x) dz edz: ， 


yor, 


那么 全 体 广 齐 式 组 成 域 Fn voy) Ett — P| "| 维 向 量 空间 ， 
记 作 D, A 

D= D’, D, 中 … @ D 
定义 

dadz;=—dzdz, 1 Sij Sa, 
而 两 个 齐 式 w 和 7 的 积 按 上 式 和 分 配 律 来 定义 . 在 上 式 中 令 i=j, 
得 dzxidz; 二 0G 二 1,…,n). 对 于 pK o 和 9- 齐 式 7 ,有 
won = (— 1) 六 7 
特别 当 p 为 奇数 时 ,wo 一 0. 不 难看 出 ,D 对 于 乘法 是 封闭 的 ,因此 
D 组 成 域 F[x1,…,x,] 上 的 2" 维 反 交换 代数 . 
REE r(x) © Fay se rn) ,定义 1- 齐 式 


“ arr) 
dr = 之 az, dr 
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对 于 r(x) t Ta CLD) E FCT,» Ln) ,不 难 验证 


dr …dr， a, Sdz, dx,， (1-36) 
式 中 


ro] ae ae — [=| 
© ane Tn) = det 


是 Jacobi 行列 式 . 
设 c€GLWV) ,w= >， Tii CT) dri "dz, ,定义 


Seek, 


o» w= Z Tiwi, | -az)d(a! » z; Jed (om? ° Ti) > 


Hp oler E ooer lz 的 缩写 ,而 


aa! + x; ) ; 
d(a} . Xi) => 5 一 二 dz， I= 1,2,°% sp. 


k=} 


如 果 把 D, 看 成 是 Ff 上 的 向 量 空间 (注意 , 它 是 无 限 维 的 ),o 就 成 
T D, 上 的 线性 变换 ,对 于 任意 两 个 齐 式 o 和 7, 不 难 验证 
o » (a) =(o-w)(o°7). 
设 G 是 GZLCV) 的 子 群 ,而 w 为 万 齐 式 , 如 果 对 任意 CCC 都 
有 oo 一 oo 就 叫 G- 不 变 pA. 


引 理 1 32 R cEGLCV),rCz)ER(Cz stn) ,那么 odr= 
d(arr). 
证 REX, 


Paz, 一 >) Zo o7! e TJAT? + x,), 


i=] i=1 


d(o*r) 一 dr(c 1。Z) = 5 Zoro * x))dz;. 


设 ole “2 一 > jaja, ai; EF, 那么 


j=l 


d(a"! + Zi) =a Daur = = Slade, 


j=l 
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一 1 1 


a B oa o 
an, 7 x)) ao 1 


9 
=r ` ayt, > anz;) 
Ti j j 
D5 Zi 2 
=>; a” x) ar, 24H) 


— r oi 
= > m Z)ay,. 


。 x») 


因此 
d(o+r) = > 之 wo e x)a,dz; = > xo «x)d(a7! + x,) 


=o-dr, g 


命题 1. 33 设 G 是 有 限 伪 反射 群 ,而 用,f2,…,f, 是 它 的 一 
组 基本 不 变 式 ,那么 每 个 以 多 项 式 为 系数 的 G- 不 变 pp- 齐 式 都 可 以 
HE — Jal R 
SS ai (Z)AF id fi, » aimi (2) €E Ffit fa]. 


证 根据 引 理 1. 32,0 (df) =dlor fo =dfi=1, sn. 因此 
dfi» wees df, 都 是 G- 不 变 的 1-7 x, 因 此 如 果 aiis Cr) E 
FLAP ttt fad IR in BA 


Dd) 4,1, Of, dh, 
<i 
是 G- 不 变 p- 齐 式 . 
再 来 证 明 df dfs, Kh << KiSSin AM D, FE Fries 
zs) 上 的 一 组 基 . 只 要 证 明 它们 在 (xi,… ,zx,) 上 线性 无 关 . 假定 
D cn DIAS dS, = Orci (7) € Flisan). 


ieee, 


设 Jisto jp EGILA Lej Sn, BK Jea’ ts jn HIS 
jo L Ljan, W fot Feo Foti In 是 1,2,*…,n 的 一 个 排列 . 
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HERRN df; df 就 得 到 
Cji (DIAS; df = 0. 
但 是 ,由 (1-36) 式 得 
as, sve S) 
df; edf; = ax, sete Tn) 
所 以 cpi (2) = ORF MA ERISA Se jpn WY jist ejo 这 证 
明了 d1pd1 I] <<, Sn, TE F(a 9 ,X,) 上 线性 无 关 . 
Hw E p- 齐 式 , 那 么 w BLAME — HK 
w 一 5 dimi, Dd Sfi df, » aii, (2) E F(z 52,). 


dz dz, Æ 0, 


(1-37) 
mE o E C- 不 变 p- 齐 式 ,前 面 已 经 证 明 df1,…,d_f, 都 是 G- 不 变 
的 ,将 (1-37) 式 双方 作用 任 一 o€G 就 推出 Oli (T) = Gi oni, (T) 9 


V cEG, 因 此 as (2D EF (rete ED =F Si fad. 对 于 任 一 
Js” ip RAMIS <L <j Sn, iR jp gore sja) = {1, e.. yny\ 
{juste sp) MIS Soe Spm. HEC1-37) KO RA df 
df, ,得 到 1 


， eee 
P+1 


aj, ore Si) 
dfs, = ari O Gg) 
Bik o 是 以 多 项 式 为 系数 的 CHE P- 齐 式 , 那 么 由 上 式 推出 
Fj, ere Si) 
O(a, sore +X,) 
但 是 上 面 这 个 多 项 式 是 det- 相 对 不 变 式 , 所 以 根据 命题 1. 30(b)， 
airs (O) E FEV" T IAEA RISA Sp HY feos 
Je O 


odf; 


jn dzi…dZ。 


a x) E Flirt 52, ]. 


inip 


命题 1. 34 设 G 是 有 限 伪 反射 群 ,dj,d;,…,d; 是 G 的 次 数 ， 
mi 二 Q; 一 1(1 二 1,2,*… sn) ,对 于 IEC 设 A (a), sa, Co) FE g 在 F 
的 代数 闭 包 F 中 的 n 个 特征 值 , 再 用 Sp(Ly 9° 9 Ln) BIR List g Ln 
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的 zt- 次 初等 对 称 函 数 , 而 SoC Ly yn =]. 那么 
5p(0™ vt) -L 5 2 i ,he)) 
CL tend — att) [G| £ A A Cot) ~ ACoA)’ 
ON pRn. (1-38) 
CE: 4 p= 二 0 时 ,上 式 就 是 (1-25) 式 . ) 
证 令 
Dy = { D, a (Ddr eda; fa, (£) € F [V] 


conc, 
显然 Dm 是 上 有 限 维 向 量 空 间 , 对 于 任意 oE€G Ml oE Domo 
wE Dame 再 令 
Ipm = {0 E Dm|o +o =o, o € G}, 
则 I pom Fe Dm 的 子 空间 ,因而 也 是 有 限 维 的 . 令 dpa = dim Tw. 对 于 
每 一 个 pO pn), 5/2 do 的 生成 函数 
Pit) = >) dpnt". 


m=0 


设 fis fa EG 的 一 组 基本 不 变 式 , 并 假设 deg f= d= 

m+n). 根据 命题 1. 33,1% 有 下 面 这 一 组 基 
fire fhdfarrdfi,, 

m= ki(m, + D + + Cn, + 1) + omy oo + mM; » 
因此 dom FR m 拆 成 m=k, (m +1) + +R, Gm, + 1) mi, + 
… 十 mi 的 方法 数 ,而 这 个 数 正好 是 将 

Sp CET ,ee t>) 
(1 — patiye — tt?) 

展 成 上 的 形式 攻 级 数 时 ,z 的 系数 ,因此 有 


sp Ct see pt) 
(Q = mte pr) 


再 用 定理 1. 15 中 的 方法 来 计算 dim. 设 下 是 下 的 代数 闭 包 .将 
V EMF PRB PBB FEA n 维 向 量 空间 V. 把 Dp 和 了 Tp 的 
基 域 也 扩充 到 下 ,就 得 到 下 上 的 向 量 空间 万 和 Lom 显然 Dyn FE 


P,Q) = 
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上 上 的 维 数 等 于 Dm F ERER Imt F EERE F Lim 
E F EWER dim. XER CEG, w€ Dp, 也 有 owE€ Doms Ti 4 w 
Elm 时 ,ow 一 w,Y 6€G. Æ o AE Dm 上 的 线性 变换 时 , 记 olos 
把 “看 作 万, 上 的 线性 变换 时 , 记 oly, ,显然 有 

Tr olp,, = Tr CAR 


根据 引 理 1. 14， 
= 证 > 7Tr alp 


oEG 
对 于 一 个 给 定 的 o€G, 令 @,…,6 是 o 在 V 中 的 特征 向 量 ,而 
FB AYE TE Bd BI FE A (Co) Ao), BA aoe, 是 了 的 
一 组 基 . Baa, EV PH gee, 对 偶 的 基 , 那 么 0 zx; 一 
Alo) -izisi 二 1,2,…,n. 根据 引 理 1. 32, RA oredr; =d (o. x) = 
dT =A -1dzxisi 二 1,2,…,n. Dem BA 
TodT dr ， 


m +m 十 … tm =m, 1Rie<i,gn 


oe dd 
=À; C0 eA COTA (OT A (Oe Tod ra da. 
显然 Alo TI =A) i=l, 2,…,n, 因 此 
dpm = Tap SD ACoA, CO) Sp CA Co) t ACD). 


| <4 my te tm =m 
于 是 
P,(t) -5k E12 Da Cady ss A (0) pt ACO) ) 


oEG m. ttm, 5m 


> 5, (A, (Co) ,A (0)) 
-二 2 (1 — A lat) A — A Cot) 


PC 的 两 种 表达 式 必 须 相等 ,因此 有 (1-38) 式 , 口 


命题 1.35 WFi<p<n, 
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> 二 一 
CL 一 tiee 一 t”i, t1) 


Fee, 


A, Co) eA; (a) 


=l - 
~ IG] D GERYON No 613% 
证 ”对 于 1 委 2 委 ”不 难 证 明 下 面 的 恒等式 成 立 . 
u + ui, 
as, A = t = ut) 
— hy, @)s, (ui, sUn) + see + Ag, 1) Sq (LI sUn) ; (1-40) 


A — ut) C — u,t) 
HP ust ,wu BRET hp Os hp OE t 的 多 项 式 . HERP 
u 用 ACO) RA FER G 上 求 平 均 ,就 得 到 一 个 公式 , 它 的 左 方 恰 
是 (1-39) 式 右 方 ,而 它 的 右 方 


1 5, (A, (a) ,°° 5A, Co)) 
Dah) Ter A — A(t) — ACA) 


_ z 5,071,098 £7) 

7 haO A ee (L = oF) 

= >, Q — tty S gh)’ 

其 中 第 一 个 等 号 是 根据 命题 1. 34, 第 二 个 等 号 是 在 (1-40) 式 中 将 
wi 用 二 (==1,2,…,n) 代 入 而 得 . 因此 (1-39) 式 成 立 . O 


定理 1. 31 的 证 明 设 1 志 pn, 将 (1-39) 式 双方 乘 以 (1 一 2)?， 
再 将 上 一 1 代 入 ,那么 


一 1 
aH = ob, (m,, + 1) +++ Cm, +4)’ 

_ 1 A, (a) A Co) 
wD Saw d=a@ 


IEG et 


t=1 


如 果 c 的 不 变 向 量 组 成 > 维 子 空间 ,那么 co 恰 有 7 个 特征 值 等 于 
1. HE4 r< pW AAR o BMS FO; Sp 时 ,o 的 
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那 一 项 等 于 | ”| ,所 以 


-i hj” 
于 是 
1 {rl _ 1 
ial "le E Š, Gn, F De Gn, FD 
[BEIG] = Gm 十 1)… (za 十 1), 所 以 
5 | Sr >= 5 Cm 十 1) Om, 十 1). (1-41) 
r=p < 


当 PP 二 0 时 ,上 式 左 方 = go 十 gi 十 … 十 g, 二 IG| tt IT = mi 十 1) 
… (mx 十 1) 二 1G|, 因 此 上 式 当 p= 二 0 时 也 成 立 . 

对 于 0 过 pn, 将 1 二 1 代入 (1-35) 式 双方 的 pp 次 导 函 数 就 得 到 
(1-41) 式 .因此 (1-35) 式 成 立 . 


$1.7 习题 


1.1 设立 是 域 尺 上 的 = 维 向 量 空间 ,证 明 Y ERE RH SAV’, 
以 FY 中 的 加 法 和 纯 量 乘法 为 运算 ,也 是 下 上 的 维 向 量 空间 ,再 证 明 , 如 果 
&1,"… ,Ee 是 V BE ,zs EV ,并 适合 条 件 rle =6; 1 Si, j<n), 
那么 xian 是 V' 的 一 组 基 . 

1.2 证 明 域 尺 上 的 所 有 ?=Xz 非 奇异 矩阵 之 集 , 以 矩阵 乘法 为 运算 ,组 
成 一 群 , 记 作 GL. CF). Bk F $n EMS V 上 的 所 有 可 道 线性 变 
换 之 集 , 以 映射 的 合成 为 运算 ,也 组 成 一 群 , 记 作 GL(V). 设 &,…,6 EV AY 
一 组 基 ,o€ GL(V), 可 设 


oe = Dlo)e, j=1,,n, 0o) EF, 
i=1 


那么 映射 o b (zo)) 是 从 GLOV) 到 GLCP) EMI. 

1.3 证 明 (1-1) 式 . 

1.4 设 F 是 无 限 域 ,V 是 F 上 的 有 限 维 向 量 空间 ,fE€F[V*],4d 是 任 
意 非 负 整数 ,证 明 SC FIV’) 4ER SODS CSa) N LE Fr €V. 

1.5 证 明 Noether 环 的 同 态 像 也 是 Noether IP. 

1.6 (a) 设 n 宇 1 而 d 之 0, 对 d 作 归 纳 法 证 明 
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nt+j—-1\_{n+d 
a j |= d |; 
(bit n>1, Xt n 作 归 纳 法 证 明 
arora ("Se 


1.7 WV ÆR F EH n ERZ, EGLON), HRE oÆ V EX} 
AABI o 有 一 组 特征 向 量 s,…，,e* 它 们 是 Y 的 一 组 基 , 并 假设 ve 一 4(c)e， 
t=, on. 设 V’ 是 V 的 对 偶 空 间 ,z，…，zn 是 vy" 中 Elotte En 的 对 偶 基 ,证 
AR cz 一 1 (a) 1zii 一 1，… yn. 

1.8 在 例 1. 2 中 证 明 AT he ANS PERCY 了 的 一 组 基 . 

1.9 在 例 1.1( 续 1) 中 证 明 ,G 的 任 一 不 变 式 都 可 以 唯一 地 表 成 形状 
PA iv At faq his fr) XB p,9€ERLX',X;]. 


1.10 #V=R?,GCGLW), ,而 
c- 《1 ° — 1/2 eb 
0 = (V3/2  —1/2 


(a) 证 明 G 和 三 个 文字 的 对 称 群 同 构 ; 
(b) 证明 


PRV" f= 


2 3 
去 | 二 二 D +r te] 


= Sia DARRE D HPHP +r +P 


k=0 


GEAR :后 一 等 号 用 习题 1. 7 来 证 ); 

(c) pbk G 的 一 个 2 次 齐 次 不 变 式 和 一 个 3 次 齐 次 不 变 式 ,并 证 明 G 的 任 
一 不 变 式 都 可 以 表 成 这 两 个 齐 次 不 变 式 的 多 项 式 , 而 且 表 法 唯一 . 

1.11 设 Y=R: 而 C 是 GZLC7) 中 把 顶点 为 (1,1)，(1, 一 1) 一 1 一 1)， 
(一 1,1) 的 正方 形变 到 自己 的 元 素 组 成 的 群 . 

(a) 证 明 


PRV F, = al 1 1 


2 4 
yt ate tre +a] 
= 5 (k + DEY + e); 
(b) AR G 的 一 个 2 次 齐 次 不 变 式 和 一 个 4 次 齐 次 不 变 式 , 并 证 明 G 的 任 
一 不 变 式 都 可 以 表 成 这 两 个 齐 次 不 变 式 的 多 项 式 , 而 且 表 法 唯一 . 


1.12 设 V 是 无 限 域 F 上 的 有 限 维 向 量 空间 ,G 是 GL(V) 的 子 群 ,I 是 
常数 项 等 于 0 的 G- 不 变 式 在 FC[V' ] 中 生成 的 理想 . 证 明了 是 齐 次 理想 ， 
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FIV" ]/I 是 分 次 向 量 空间 ,而 CF[V* ]/Ds= FLV js 十 DD)/1,d=0,1,*. 

1.13 KA ERK FRR. A=ADAD OAO, S A, =A 
ADe Be hist she 是 4 的 齐 次 元 ,并 假定 如,…,h, 在 4 中 生成 的 理想 不 能 
Hike A AEA FRE. 证明 :如 果 有 线性 关系 ahte tah =0, 
这 里 a ,… ,a,€4, 那 么 a,…,a,E€ Ay. 再 仔细 写 出 1.4.2 节 (d) 二 (b) 中 uu E 
F[V' JC Roi. 

1.14 (Euler 公式 ) Sf fen PRET X X, 的 齐 次 多 项 式 , 证 明 

SUX 2 = (deg ff. 

1.15 KV ERF LY n BBS .C 是 GL(V) 的 有 限 子 群 .假设 G 
有 一 组 基本 不 变 式 fio fa deg fi=di, M di<---<d,. WEH d; Æ FV FE 
中 与 及,… ,fi-1 代 数 无 关 的 非常 数 齐 次 元 的 最 低 次 数 . 

1.16 设 V ÆRMER F EA n 维 向 量 空间 ,G 是 作用 在 V 上 的 有 限 
伪 反 射 群 了 是 FL Se FLV J] 中 生成 的 理想 . 

(a) 证明 FLV" JSF EO FEN ND ,C9z 表示 在 已 上 作 张 量 积 ; 

Cb) 定义 分 次 向 量 空间 FLY JI 的 Poincaré 级 数 (实际 是 多 项 式 ) 为 


PCFLV*J/I,t) = > dim(FLV* J/Dat. 
d=0 
证 明 
PCF(V'],t) = PCF[V" E, DP(FEV* ]/1,t); 
(c) ”由 (b) 推 出 


PFO" V/I,t) = II 
这 里 dı gore sdn 是 G 的 次 数 ; 


1— tt 
—t 


i = [[a +i tet, 
i=) 


(d) 由 (0) 推出 ,F[V* Wr 当 且 仅 当 d>> 之 (d;—1). 


Ce) 设 下 是 特征 0 的 代数 闭 域 ,X 是 G HSA OEE a OEE X 
在 (ELV" ]/D; 中 出 现 的 重 数 ,再 令 


pr) = ae. 
i=0 
证 明 


lı .402 " 1 
IG] 2 det — a) roll Goa 


1.17 设 尺 是 任意 域 ,是 已 上 的 二 维 向 量 空间 ,ee A A 
EV 的 两 组 基 , 再 设 rese 和 ysy 分 别 是 它们 在 V' 中 的 对 偶 基 . 证 
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明 
rra) ,天 0 WER Crese) E F". 


x, ptn) e, 


1.18 设 下 是 任意 域 ,证 明 下 上 个 未 定 元 XX;,…,X, Hn TAER 

多 项 式 
al 一 Xi 十 … + Xn 
o, =X,X, + X,X,;+ XXX。， 
O, =X, XX, 

在 已 上 代数 无 关 . 

1.19 RV ERF EH nn ESV XV OP 是 定义 在 VXV 上， 
Me F PRAM Re. 如 果 f 适合 以 下 两 条 件 :G)f(x,y)= 二 f(y,x),Y zs 
YEV, GD flax, teres y) =af ry yt ef Cas iV cc EF, rir YE 
V, f ARV 上 的 对 称 双 线性 函数 .三 叫做 非 退 化 的 ,如 果 从 f(x,y) 二 0， 
V xEV 推 出 y=0. 

(a) 设 了 是 给 定 的 了 上 的 对 称 双 线性 函数 . 对 于 任 一 yEV ,定义 一 个 将 
V BRA FAR SyS =f (roy) rEV. TERA EV ,从 上映 入 人 
的 映射 y~ 户 是 向 量 空间 的 同 态 ,而 且 如 果 了 是 非 退 化 的 ,那么 这 个 映射 是 从 
V 到 V' 的 同 构 ， 

O) 设 是 无 限 域 ,而 f EV 上 的 对 称 双 线 性 函数 , 令 g(x) 二 f(z,x)， 
Mae FLV" jes 


Co) 设 下 是 特征 天 2 的 无 限 域 ,而 gEF[V*], 令 FCz,y) 一 十 (qCz 十 
y) 一 q(x) 一 g(y)), 则 是 V 上 的 对 称 双 线 性 函数 . 
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第 二 章 ”有限 反射 群 的 分 类 


本 章 主要 介绍 有 限 实 反射 群 的 分 类 ,这 是 Coxeter 1935 的 结 
果 , 在 编写 Coxeter 的 这 一 结果 时 ,参考 了 Witt 1941, Steinberg 
1968a, Carter 1972，Bourbaki 1980 和 Humphreys 1990 等 著作 中 
的 阐述 . 2. 1 节 中 ,把 作用 在 有 限 维 实 向 量 空间 上 有 限 伪 反射 群 的 
讨论 化 为 作用 在 有 限 维 欧 氏 空间 上 有 限 反射 群 的 讨论 . 为 了 讨论 
后 一 问题 ,在 2. 2 节 中 引进 了 根系 和 基础 根系 . 有 限 反 射 群 可 以 看 
作 是 Coxeter 群 这 一 结果 ,是 2. 3 节 的 主要 内 容 . 2.4 节 里 介绍 了 有 
限 反射 群 的 基本 域 ,并 把 它 应 用 来 讨论 有 限 反 射 群 . 2. 5 节 引 进 了 
有 限 反 射 群 的 Coxeter 图 ,并 列举 出 可 能 作为 不 可 约 有 限 反 射 群 
的 Coxeter 图 的 那些 Coxeter 图 . 2. 6 节 讨论 抛物 子 群 ,并 应 用 它 来 
证 明 某 些 不 可 约 有 限 反射 群 的 存在 性 可 从 另外 的 不 可 约 有 限 反 射 
群 的 存在 性 推出 来 . 2. 7 节 完 成 了 不 可 约 有 限 反 射 群 存在 性 的 证 
明 ,从 而 完成 了 有 限 反射 群 的 分 类 . 2. 8 节 讨 论 唱 体 群 .晶体 根系 和 
Weyl 群 . 


§2.1 有 限 反射 群 


设 V 是 实数 域 R 上 的 =” 维 向 量 空间 ,再 设 
( :YX 一 及 

是 定义 在 VXV 上 而 在 R 中 取 值 的 函数 . 如 果 它 满足 以 下 性 质 : 

G) GH) (6,9 =(7,8), VE， NEV; 

Gi) ( 双 线 性 ) (a+, E) =al, G) +b, E), V a,bER, Ê, 
DEEV; 

Gii) (REE) (£,6)20,Y EEV; mE E) =04 HAK f= 
0; 
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就 说 (,) 是 V 上 的 一 个 内 积 , 而 V 是 n 维 欧 氏 空间 .注意 (i) 只 是 
说 (,) 对 于 第 一 个 变量 是 线性 的 ,但 是 由 于 G0 成立, 可 以 推出 (,) 
对 于 第 二 个 变量 也 是 线性 的 . 因此 (让 叫做 双 线 性 . 

ARV Æ n AKRA E EEV, (EE i E HK, ED 
£ Wy K ab Pa EER. EEV MRE) =0, RAD E Al 7 
EX. 

设 R" EXOR R EH vo BED E E E, ES Cry 2), 
V= Cyt Yn) EXE Say t e H tyas DEWE CFE 有" 
的 一 个 内 积 , 于 是 R" 是 ” 维 欧 氏 空间 . 令 a= d, 0,0), 
eEn= (0,1,0,1), BRA Ge) = Aai, jn). 

— i, VER LY n BES Bee 是 V 的 
一 组 基 . 设 6 和 7 是 Y 中 任意 两 个 向 量 , 可 以 把 它们 分 别 表示 成 
E=aye te + aren AM Y= yer oe + nas AR ays ty ae Mie tts 
YVER. EX 

CEP = ayy 十 … 十 Zayn- 
那么 不 难 证 明 (,) 是 V 的 一 个 内 积 , 而 Y 成 为 = 维 欧 氏 空间 . 显然 
Cere =i 1S, jn). n BERK ER STB PAY n PRD EE AL A, 叫做 
— SPR ME TE EE, MRA A =8,.1<i,j<n. 当然 对 于 V 的 另 一 
组 基 1 5-0 a THAT AR EE ESE VT ARE poot 
成 为 对 于 后 一 内 积 的 标准 正 交 基 . 注意 ,V 的 这 两 个 内 积 不 一 定 一 
样 (习题 2. 1). 

MER V Æ n 维 欧 氏 空间 ,UV MW BV 的 子 空间 .如 果 对 于 
任意 ECU 和 任意 7EW, 都 用,7)= 二 0, 那 么 就 说 U 和 WW ER, 
Hid (U,W)=0. 显然 ,如 果 U MW IER. MBAUNW= {0}. 

仍 设 了 是 二 维 欧 色 空间 ,UV 是 Y 的 子 空间 ,显然 V 的 内 积 对 
于 上 的 限制 是 U0 上 的 一 个 内 积 ,因此 UU 也 是 欧 氏 空间 .定义 

Ut= (7 € V|, = 0,V EEU}. 
不 难 验 证 :U+ 也 是 V 的 子 空间 ,因而 也 是 欧 氏 空间 ; (UU) = 0; 
V=UQU! BI V BF UAL A. Att dim U+dim U+ = 
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n;(U1)L=U (习题 2.2). 可 以 把 VL 叫 做 也 的 正 交 补 空 间 , 自然 ， 
U 也 是 U+ 的 正 交 补 空间 . 因此 也 说 子 空间 U 和 UL AE EHS 
间 . 


命题 2.1 Ca) R 上 的 任 一 维 向 量 空间 中 总 可 以 定义 内 积 ， 
使 它 成 为 欧 氏 空间 . 

O) 维 欧 氏 空间 中 总 存在 标准 正 交 基 - 

证 (a) 在 前 面 已 经 证 明 , 现 在 来 证 明 (b). 

BEV 是 维 欧 氏 空间 ,对 作 归 纳 法 来 证 明 (b), 先 考察 =1 
的 情形 . 设 $ 是 V 的 一 个 非 零 向 量 . 4 = EE MBA Cee) = 
1, 因 此 e BEAL V 的 一 组 标准 正 交 基 . 


现在 设 x>1, 仍 设 6 是 的 一 个 非 零 向 量 ,并 令 = EDS 
把 6, 张 成 的 1 维 子 空间 记 作 品 , 那 么 Ut 是 ”一 1 维 欧 氏 空间 . 根据 
归纳 法 假设 ,+ 有 一 组 标准 正 交 基 , 设 为 se，…e， 那 么 eyez，…， 
e, 就 是 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 口 


V E n ERR ZE, EGLO). 如 果 
CCE) oD = E, VENEV, 
那么 就 说 o 是 V MER ER. V 的 所 有 正 交 变 换 之 集 组 成 GLCV) 
的 一 个 子 群 ,叫做 Y 上 的 正 交 群 , 记 作 O(CV). 如 果 拍 6 EV 
的 一 组 标准 正 交 基 ,而 cEOCV) ,可 设 


o(&,) = Dé 了 一 1 ,…… ,711。 


那么 不 难 验证 T= (tj) 515 f=1s eon EE RHEE , BTT = TT = 
7, 这 里 了 上 是 单位 矩阵 . 

Mik V in PIKES. GEOVA MUAV 的 子 空 
fa]. 如 果 对 任意 vcEG 和 任意 6EU MA C(O) EU ,就 说 U 是 G 的 
不 变 子 空间 ,简称 子 G- 空 间 , 特 别 ,V 也 叫 G- 空 间 . 
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引 理 2.2 设 V 是 G- 空 间 ,U 是 V AF CSA MAUL hE 
F G- 空 间 , 而 且 V=UQ@UL+. 
证 设 &€EUt, 那 么 对 任意 o€EG 和 wEU, 都 有 
(og(€),7) = (€,0 1(7)) =0, 
因此 oC(§)EU+, 所 以 Ut 也 是 子 G- 空 间 . 口 


设 V 是 nn 维 欧 氏 空间 ,G 是 O(V) 的 子 群 ,而 U EV 的 子 G- 

空间 . 对 任意 CCG HE PARE LU LWA olu, 
Sly) = olu), Yuu, 
把 它 叫 做 在 U 上 的 限制 . > 
Gly = {elylo€ G}, 

显然 映射 

G—~+Gly, 

o——> oly 
EAS, ASEE Glu Glu Æ OUTP. Glo URC EU 
上 的 限制 . 

tV E n EKR H,G 是 OWV) 的 子 群 . 如果 除了 零 空 间 和 
V 本 身 以 外 ,V 不 再 有 其 他 G- 子 空间 ,那么 V 就 叫 不 可 约 G- 空 
间 ,G 叫 V 上 的 不 可 约 群 ,简称 不 可 约 群 ;否则 就 说 V 是 可 约 G- 空 
间 ,G 是 V 上 的 可 约 群 ,简称 可 约 群 . 如果 V 的 子 空间 U 是 不 可 约 
G- 空 间 ( 或 可 约 G- 空 间 ) ,就 说 U 是 VV 的 不 可 约 子 C- 空 间 ( 或 可 约 
子 G- 空 间 ). 

KV 是 维 欧 氏 空间 ,G 是 OV) 的 子 群 ,再 设 V 和 Vs 都 是 V 
的 子 G- 空 间 . 如 果 映 射 :Vi 一 :是 向 量 空间 的 同 构 , 并 且 对 任意 
o€EG A EEV RRA KOEDEN AA p Æ ViA VÉ G- 
By 45. 


命题 2.3 设 了 是 ” 维 欧 氏 空间 ,G 是 OC(V) 的 子 群 ,那么 V 
可 以 分 解 成 有 限 个 两 两 正 交 的 不 可 约 子 C- 空间 的 直 和 ,更 进 一 
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1K V=ViO-OV, =U, 0: QU, Æ V 的 两 个 这 样 的 分 解 , 那 
么 r=s, m HH Ui sere U, 之 后 ,可 以 假定 V; Al UiG- 同 构 . 

证 ”对 = 作 归 纳 法 来 证 明 第 一 个 断言 .如果 是 不 可 约 G- 空 
间 ,那么 第 一 个 断言 自然 成 立 . RV 是 可 约 G- 空 间 , 那 么 V 有 
F G-Z U, iii UA {0} UAV. 根据 引 理 2.2,V 一 UBU+ .U* th 
是 G- 子 空间 . 因此 dim U<n, dim U! <n. 根据 归纳 法 假设 ,U 和 
U+ 都 能 分 解 成 有 限 个 两 两 正 交 的 不 可 约 子 G- 空 间 的 直 和 ,把 这 
两 个 直 和 分 解 式 代 入 V=U@BU+ ,就 得 到 V 分 解 成 有 限 个 两 两 正 
交 的 不 可 约 子 G- 空 间 的 直 和 分 解 . 

第 二 个 断言 是 Jordan-Hélder 定理 的 直接 推论 . O 


系 理 2.4 设立 是 ” 维 欧 氏 空间 ,G 是 OCV) 的 子 群 ,假定 
V=V,@--OV,, Mm Vie Ve 是 V 的 两 两 正 交 的 不 可 约 子 C- 空 
ja]. S G; 表示 G 和 在 V; 上 的 限制 ,i=1,…,r. BAG 是 OCV;) 的 于 
群 ,V; 是 不 可 约 G- 空 间 ,G 兰 C,X…XG, 是 群 G 分 解 成 不 可 约 群 
的 直 积 分 解 ,而 ROV" SRV: Io © @RLV,; ,其 中 他 是 F- 
代数 的 张 量 积 . 更 进一步 , 除 差 一 次 序 及 同 构 外 ,G1,…,G, 由 G 唯 
一 确定 ,而 REV? J,e REV? Jj“ 由 REV* 了 唯一 确定 . 


这 个 系 理 的 证 明 只 要 机 械 地 验证 就 行 了 ,因此 在 此 把 它 略 去 . 


命题 2.5 设 V 是 R 上 的 向 量 空间 ,G 是 GL(V) 的 有 限 子 群 ， 
那么 可 以 在 V 中 定义 一 个 内 积 使 G 成 为 O(Y) 的 子 群 . 

证 任 选 V 的 一 组 基 6 ,…,6, 对 于 任意 《6,7EV, 设 $= 
tiat Hare g= yet H yers AP Ti Tao Mist Wn ER. 
定义 

CEDi = Ziy 十 … 十 LIne 
BAC) 是 Y 上 的 一 个 内 积 . 再 定义 
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EM = A E), 
IG| o€G 


不 难 证 明 ,(,) 也 是 Y 上 的 一 个 内 积 . 更 进一步 ,对 任意 c CGE, 
7EV, 则 有 


(9, (€) ,6,(9)) (a(o,(€)),0(0,(9))), 


“elg 


i 


; a- er a- 


CE) o) 


ap» 
PKG 0,)(€),(a0,)(9)), 
o€G 
[2 
o€G 


en 
上 式 中 第 三 个 等 号 成 立 是 因为 对 于 一 个 固定 的 cEG, 当 遍历 G 
时 ,co 也 遍历 G. 因此 G 中 元 素 对 于 (,) 来 说 都 是 正 交 变换 , 即 G 
是 O(V) 的 子 群 . O 


系 理 2.6 设 V 是 R 上 的 维 向 量 空间 ,G 是 了 上 的 有 限 伪 
反射 群 ,那么 可 以 适当 定义 V 的 内 积 ,使 G A OM HN FE. 


命题 2.7 EV in ARES. oCOW). 假定 o 是 有 限 
阶 伪 反射 ,那么 可 以 在 V 中 找到 一 个 向 量 a 使 得 


o(f) =ê— Ea, yev. (2-1) 


特别 o(a) = —a, 而 oM = 7.0 IE (a)+. 除 了 差 一 个 非 零 实数 倍 
数 以 外 ,a 由 o 唯一 确定 ,或 者 说 直线 L= Ra 由 o 唯一 确定 , 超 平 
面 H= (a)l = (Ra) th, h o 唯一 确定 . 

证 $ H={7EV lo) =7.V c€G) BH BARN o 的 反 
射 超 平面 . SRY Bo HKEF SM, dim H=n—1. K 
dim 五 + 一 1, 而 根据 引 理 2. 2, H th o 的 不 变 子 空间 . 设 “ 是 五 - 
中 任 一 非 零 向 量 ,不 妨 设 ola) =a a ER. AA o 是 有 限 阶 元 ,所 
U a= 士 1. 因 为 是 伪 反 射 , 所 以 a 关 1, 因 此 a= 一 1. 按 下 式 来 定 
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SOV ERS BEER o: 


or EE 2(€,@) 


(a,a) 
显然 of (0) 二 A,Y ACH M oo (a) =— a. AW V=HO (a), PR 
=. AA H Hottie PU A o MEH. 因为 a 是 
五 + 中 的 非 零 向 量 ,所 以 除 差 一 个 非 零 实数 倍数 以 外 ,a 也 由 o 唯 
一 确定 . LJ 


ay EEV. 


上 面 命题 说 明 , 欧 氏 空间 中 的 伪 反 射 都 是 反射 ,而且 可 以 表 成 
(2-1) 式 的 形状 , 它 唯一 确定 一 张 超 平面 H 和 一 条 直线 L.=Ra, 
它们 互相 正 交 . 反 过 来 , 它 也 被 直线 L 或 非 零 向 量 a 所 唯一 确定 ， 
也 被 超 平面 H. 所 唯一 确定 . 超 平面 H. 叫做 这 个 反射 的 反射 超 平 
面 , 非 零 向 量 “ 叫做 它 的 反射 向 量 ,这 个 反射 常 记 作 sa 


图 2-1 欧 氏 空间 中 的 反射 


从 命题 2. 5 和 命题 2. 7 可 以 得 出 结论 ,R 上 的 有 限 伪 反射 群 可 
以 看 成 是 欧 氏 空间 中 由 反射 生成 的 有 限 群 . 它们 叫做 有 限 反 射 群 ， 
并 用 W 来 代表 有 限 反 射 群 ;这 是 因为 有 限 反射 群 主要 是 李 群 论 里 
的 Weyl 群 . 根据 系 理 2. 4, 只 要 讨论 欧 氏 空间 中 的 不 可 约 有 限 反 
射 群 就 可 以 了 . 

这 里 举 一 些 不 可 约 有 限 反 射 群 的 例子 . 
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例 2.1 二 面体 群 1(m),m 之 3. 设 O-P1…P。 是 欧 氏 平面 上 
以 O 为 中 心 而 以 Proves Pn 为 顶点 的 正 m 边 形 , 欧 氏 平面 的 正 交 
变换 ,如 果 把 这 个 正 m 边 形变 到 它 自 己 , 就 叫做 这 个 正 m 边 形 的 
会 同 变换 ,这 个 正 m 边 形 的 所 有 合同 变换 以 映射 的 合成 作为 运 
算 , 组 成 一 个 群 ,叫做 这 个 正 m 边 形 的 合同 变换 群 , 记 作 Ton) ,有 
的 数学 书 里 把 它 记 作 Dn Don 设 -是 欧 氏 平面 上 绕 0 转 红 弧 
度 的 角 的 旋转 ,那么 r,…,r”!,r" 二 1 是 LOD P mm 个 两 两 相 异 的 
TOR ,它们 组 成 Tm) 的 一 个 m 阶 循环 子 群 . 当 m 是 奇数 时 , 设 5， 
…，5 分 别 表示 欧 氏 平面 上 对 于 线段 OP, OPat , OP,, OPzts, 
…,OP 叶 "所 延长 成 的 直线 的 反射 . 当 m 是 偶数 时 ,把 线段 PLP is 
的 中 点 记 作 MOS SmI), RE PPA RIDE Mait sis 
trsa 分 别 表示 欧 氏 平面 上 对 于 线段 OP', OM,OP:,OM:,…， 
OPwz,OMmz 所 延长 成 的 直线 的 反射 . ABZ 51 ，… ,sm ETa Cmn). 不 难 
证 明 


Lemn) = {ry gr rr = 1 52 Sms 
以 及 
r = S152 = $253 = … = Sm 1Sw 一 Sm31， 
EE |: n) | 二 2m, 而 且 TCm) 由 两 个 反射 ss 和 sz 生成 , 即 
Im) = (51552) 
而 s =s; = (5152)” = 1. 
不 难 证 明 7,(m) 是 不 可 约 的 (习题 2.7). 
例 2.2 Anl. W et ,eti 是 十 1 维 欧 氏 空 间 R"* 的 一 
组 标准 正 交 基 . 对 AZ AS jJRnt+l A &— E40. e 
H., 一 人 ER |,e — e) = 0}, 
那么 及 ,为 Refi 中 的 超 平面 ,而 且 显然 有 
H,- = {aye 十 … + Quai Engi la; E RM a = aj). 
再 令 s RAY 瓦 。-.。 为 反射 超 平面 的 反射 ， 
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P, 


P, P, 


Py Ps 


正 五 边 形 正六 边 形 


图 2-2 ” 欧 氏 平面 上 的 正 五 边 形 和 正六 边 形 


A, = (Se lij = lyon +1 MiA 7). 
考察 Saze EA El19 ,es+1 上 上 的 作用 . 显然 ,56-。 把 每 个 6. (kAi, j) BB 
保持 不 动 , 而 交换 e 和 sj. 因此 s。_。 就 是 作用 在 s，,…，,e+l: 上 的 对 
Palese), FERRY se- > D G j=l abl APR PH 
同 构 ASS AE Sa EnH AAEL, mn +lE A ee, 
此 14;|== (x 十 1)1. 

A, 是 R 一 :中 反射 生成 的 有 限 群 ,因而 是 有 限 反 射 群 ,但 它 并 
不 是 R :上 的 不 可 约 群 . 显然 R 中 的 向 量 十 … 十 e+ 在 An K 
每 个 元 素 的 作用 下 都 保持 不 动 . 因 此 ,由 @ 十 … 十 6&+1 张 成 的 1 维 
子 空间 《& 十 … 十 e+1) 是 A, 的 不 变 子 空间 . 根据 引 理 2. 2(e 十 … 十 
e+1)+ 也 是 A, 的 不 变 子 空间 . 显然 

Ce H e H Enga) t 

= {ae tee + anaE la ER 而 ac 十 … 十 ar 一 0)， 

而 且 不 难 验 证 , 《ei 十 … 十 e+41)+ 是 不 可 约 4.- 子 空间 .因此 A, 是” 
维 欧 氏 空 间 《ei 十 … 十 e+1)+ 上 的 不 可 约 有 限 反 射 群 (习题 2. 8). 


例 2.3 B,,n 之 1. 设 6,…,e, JE n EKREN R" 的 一 组 标准 
正 交 基 . 和 例 2. 2 一 样 , 令 se ASIC je RAR" 中 以 超 平面 
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HH.-。 为 反射 超 平面 的 反射 ,它们 生成 一 个 与 5,-1 同 构 的 群 . 令 s 
(i 二 1,…,n) 表 示 把 & 变 到 一 s, 而 把 其 余 的 6;(j 关 让 都 保持 不 动 的 
反射 . 显然 so ，… ,ss 生成 的 群 (561;-1.…a) 是 2" 阶 的 , 它 的 元 素 在 
a，,… ,ea 上 的 作用 只 是 改变 某 几 个 s 的 符号 , 它 与 4 个 2 阶 群 Z/2Z 
的 直 积 (Z/2Z)" 同 构 ， 
Gseli=1,n) N Gs ell SiS Gn) = (1), 

而 且 sgte sese- DERI sy EE se ISIS s = 
1,-…,n) 生 成 的 群 记 作 BARA B, 就 是 一 个 半 直 积 

Bp 5 (See, 954,) = (Se, j=l, nX Csee [li jn). 
因此 |B,|==2",n!, 显 然 B, 是 不 可 约 有 限 反射 群 . 


例 2.4 DD;,n 之 2. 仍 设 6&@,…,e, 是 n 维 欧 氏 空间 R 的 一 组 标 
准 正 交 基 . 和 上 例 一 样 , 令 Se ASI je) RAV PA H。-。 
为 反射 超 平面 的 反射 .再 令 sor ISI jf) RAV IEP Ht。 
为 反射 超 平面 的 反射 . 不 难看 出 x+ 把 和 e 分 别 变 到 一 e 和 
一 6* 而 把 其 余 的 6 RAL 7) ABR A BD. 显然 w+e GASILI E 
成 的 群 人 x+。 11 委 :<7 委 四 ?中 的 元 素 在 e,…，,e 上 的 作用 只 是 改 
变 偶 数 个 s 的 符号 ,而 使 其 余 的 s 保持 不 动 , (sre ISKIS) 
是 2 一 : 阶 的 ， 

(Sete, jl<xi<j< n) N soll i<(j<n) = {1}, 


ME sgle Ste, Syme ÆRES sete TBH see AT sete ASKIN) 
生成 的 群 记 作 D; ,那么 
Dy = Csere IKICA) Mlss |lEi<jEn). 
Flite |D,|=2" nt. 显然 , 当 n 宇 3 时 ,DD, 是 不 可 约 有 限 反 射 群 , 当 
一 2 时 ,R: 有 两 个 D; 的 不 变 子 空间 : Ce) te, A Ce; e) M R= 
fe, +e, Ole, —e,). AU Ds 是 可 约 的 . 
§2.2 根系 和 基础 根系 


设 W 是 作用 在 维 欧 氏 空 间 V 上 的 有 限 反 射 群 .说 W 切实 
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地 作用 在 V 上 ,如 果 没 有 EEV Tit €40, fF o(H=E,V o€EW. 显 
然 , 如 果 W 是 作用 在 V 上 的 不 可 约 有 限 反射 群 ,而 dimV 2, RA 
W 切实 地 作用 在 V 上. 

设 W 是 作用 在 AKRZE V 上 的 有 限 反射 群 . S 

Vj,={(FEVloO = é,Yo € W), 
BA VEW 的 不 变 子 空间 . 根据 引 理 2. 2,Vt 也 是 多 的 不 变 子 空 
间 E V=ViOVy SW rn AW ISARR W 在 Vi 和 Vi 上 的 
BA BRA Wir = (1). WW ly, o W ly 切实 地 作用 在 Vi 上 . 

因此 假设 = 维 欧 氏 空间 上 的 有 限 反射 群 切实 地 作用 在 了 
上 ,并 不 是 多 大 的 限制 ,今后 将 总 作 这 一 假设 . 

RW 是 作用 在 维 欧 氏 空间 V 上 的 有 限 反 射 群 ,并 假定 Ww 
切实 地 作用 在 V E. s EW 中 的 一 个 反射 ,根据 命题 2.7,s 可 表 
成 (2-1) 式 的 形状 ,其 中 “ 是 个 非 零 向 量 ,直线 二 一 Ra 和 超 平面 
H= Li 都 被 唯一 确定 .s 也 记 作 se 


引 理 2.8 设 a 是 V PWR, EOV) IRA csr 一 


证 根据 命题 2.7, 有 


se ae ED, yev. 


(aya) , 


因此 
ETDD =O) =e) 一 2 O, 
_ 28 r(a)) 
Cla) ,t(a)) 


) 


Tla) = sw. Cl 


W 中 的 每 个 反射 都 可 表 成 形状 w, 它 确定 一 条 直线 L.=Re. 
当 a 遍历 W 中 所 有 反射 时 ,就 得 到 直线 工 - 的 一 个 集合 . 引 理 2. 8 
是 说 W 中 任 一 元 素 都 把 这 个 直线 集 变 到 自身 . 如 果 能 在 这 每 一 条 
直线 上 选 一 对 长 为 1 的 向 量 ,这 样 就 得 到 一 个 向 量 集 , 记 作 ©. 显然 
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$$ 有 以 下 性 质 : 

(i) aE P>PNRa= {a,—a}; 

Gi) a, BE Bana) ED; 

Gii) @ 在 R 上 线性 地 张 成 V. 

(让 是 因为 在 每 条 直线 LL. 一 Ra 上 只 选 了 一 对 长 为 1 的 向 量 ， 
(ii) 是 引 理 2. 8 的 推论 ,而 《让 ?是 因为 W 切实 地 作用 在 V 上. 以 后 
将 会 看 到 ,对 下 这 种 几何 图 形 进行 研究 极 大 地 有 助 于 对 有 限 反射 
群 W 的 了 解 .其实 ,并 没有 必要 限定 向 量 的 长 等 于 1, 可 以 在 每 条 
直线 上 选 一 对 等 长 的 非 零 向 量 ,而 这 些 向 量 组 成 的 向 量 集 被 W 中 
任 一 元 素 都 映 到 自己 就 可 以 了 . 例如 , 欧 氏 平面 上 ,把 以 (1,1)， 
(一 1,1), (一 1, 一 1),(1, 一 1) 为 顶点 的 正方 形变 到 自己 的 正 交 变 
换 组 成 的 群 里 有 四 个 反射 ,它们 分 别 以 xz; 轴 ,z: 轴 ,直线 x 一 x; 一 
0,Xi 十 Xz 二 0 为 反射 直线 ,可 以 选 

+(1,0), +1,1), 0.1), £0, 一 1) 

这 八 个 向 量 组 成 B, 尽 管 这 八 个 向 (1 1 (0.D 1 1) 
量 中 有 长 为 1 的 向 量 , 也 有 长 为 
V2 的 向 量 ,但 这 个 @ 仍 有 上 述 


(-1,0) (1,0) 


HE JOE G), Gi), Gi). 

为 了 讨论 起 来 比较 灵活 ,不 对 CO D on" 7 
向 量 的 长 作 限制 ,而 仅 用 GG), Gi), 
Gi) 这 三 条 性 质 来 抽象 地 定义 要 图 2-3 根系 B: 


讨论 的 几何 图 形 , 并 把 它 叫 做 根系 . 

设 @ 是 nn 维 欧 氏 空间 V 中 非 零 向 量 的 有 限 集 ,并 假定 它 满足 
以 下 三 条 性 质 : 

(R1) a€O>O()\Ra= {a, —a}; 

(R2) a@,pEP>a MEP; 

(R3) OER 上 线性 地 张 成 了 
© 就 叫做 V 中 的 一 个 根系 ,而 D 中 向 量 叫 做 极 . 

命题 2. 9 设 W 是 切实 地 作用 在 x 维 欧 氏 空 间 V 上 的 有 限 反 
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射 群 . 对 于 W 中 的 任 一 反射 ;, 设 态 是 它 的 反射 超 平面 ,在 Htp 
选 一 对 长 为 1 的 向 量 . 这 样 得 到 的 V 中 非 零 向 量 的 集合 就 是 V 中 
一 个 根系 , 记 作 OCW). 口 


实际 上 ,这 个 命题 在 前 面 的 讨论 中 已 经 证 明了 . 

MF W 中 任 一 反射 ,在 它 的 反射 超 平面 的 正 交 补 中 选 一 对 等 
长 的 非 零 向 量 . 如 果 这 样 得 到 的 向 量 集 是 Y 中 的 一 个 根系 ,就 把 
Eik W 的 根系 ,也 记 作 OCW). 命题 2. 9 是 说 ,切实 地 作用 在 
维 欧 氏 空间 上 的 有 限 反 射 群 一 定 有 根系 , 它 里 面 的 向 量 都 是 长 为 1 
的 向 量 . 反 过 来 , 则 有 


命题 2. 10 设 V 是 nn 维 欧 氏 空间 ,$ 是 V 中 的 一 个 根系 ， 
W = W(P) = (sla € ®) 

是 由 所 有 反射 s.(a€ 8) 生 成 的 OV) 的 子 群 ,那么 W 是 切实 地 作 
用 在 V 上 的 有 限 反 射 群 . 如 果 把 @ 中 每 个 向 量 “都 用 长 为 1 的 向 
Bt ie 来 代 将 ,并 把 这 样 得 到 的 向 量 集 记 作 D ,那么 多 也 是 
V 中 根系 ,而 W(8')=W(GB). 更 进一步 ,如 果 按 照 命题 2. 9, 对 W 
中 的 每 个 反射 ;, 都 在 它 的 反射 超 平面 的 正 交 补 中 选 一 对 长 为 1 的 
向 量 , 这 样 得 到 的 W 的 根系 OW (HDS. 

证 根据 (R2), 每 个 反射 aE $B) 都 引起 的 一 个 置换 , 因 
此 每 个 wEW, 也 引起 8 的 一 个 置换 .根据 (R3),wEW 把 每 个 根 
都 保持 不 动 , 当 且 仅 当 w 是 单位 映射 ,因此 W AW ae oS Ee 
换 群 . 因为 |8| 二 ~。, 所 以 W 是 有 限 群 . 从 CR3) 还 可 以 推出 W 切 
实地 作用 在 V 上 . 

第 二 个 断言 和 第 三 个 断言 都 很 显然 . 口 


设 V En 维 欧 氏 空间 . 从 切实 地 作用 在 Y 上 的 一 个 有 限 反射 
群 出 发 ,可 以 按照 命题 2. 9 定义 它 的 根系 OW). 再 从 BCW) 出 发 ， 
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又 可 以 按 命题 2. 10 定 义 一 个 切实 地 作用 在 V 上 的 有 限 反 射 群 W 
(BCW)). 显然， 
W(BW)) =W. 
如 果 从 V 中 一 个 根系 @ 出 发 ,可 以 假设 @ 中 向 量 的 长 都 等 于 1, 那 
么 可 以 按 命题 2. 10 来 定义 一 个 切实 作用 在 V 上 的 有 限 反 射 群 
Wp). 再 从 W(B) 出 发 ,又 可 以 按照 命题 2. 9 定义 它 的 根系 
BW(B)). 于 是 
BWB)) DÈ. 
在 2. 4 节 中 将 证 明 , 上 式 中 等 号 成 立 . 这 样 一 来 ,从 V 中 由 长 为 1 的 
向 量 组 成 的 根系 的 集合 到 切实 地 作用 在 V 上 有 限 反 射 群 的 集合 
的 映射 
p — W(P) 
是 双 射 ,而 以 
W > OW) 
为 逆 映 射 . 因此 讨论 切实 地 作用 在 欧 氏 空间 Y 上 的 有 限 反 射 群 和 
讨论 V 中 由 长 为 1 的 向 量 组 成 的 根系 就 是 一 回 事 . 
先 列举 出 上 一 节 举 出 的 那些 不 可 约 有 限 反 射 群 的 根系 来 . 


BUL,(m)) ={ + (cos sin ÉZ) |e = 051,024 — 1) 
m m 


= ( (cos ,sin *) |k = 0,1, ereere s2m—-1}. O 
m m 


例 2. 2( 续 1) 设 ”之 1, 那 么 
BCA) = {+ Eel ISi Kj Knl. O 


例 2. 3( 续 1) 设 n 宇 2, 那 么 
P(B) = {+ eD ISi <j Sn) U allin. 
0O 
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例 2. 4( 续 1) 设 n 宇 3, 那 么 
PD.) = {+ E EEDI <j Sna. oO 


从 这 些 例子 可 以 看 出 ,根系 这 个 集合 和 欧 氏 空间 V 的 维 数 相 
比 , 太 大 了 .为 此 引进 基础 根系 的 概念 . 先 来 定义 实 向 量 空间 中 的 
全 序 . 

设 V 是 实 向 量 空间 ,V 上 的 关系 过 叫做 全 序 , 如 果 它 适合 下 
面 这 几 个 性 质 : 

O 对 任意 一 对 向 量 4,xEV ,下 面 三 者 之 一 且 仅 一 成 立 : 

À <L pA = pA> H; 

Gi) 对 任意 Asy, YEV, A <p>A +Y <u+7; 

GD 对 任意 A EV, cER,c>0, A< >À <cp. 

有 时 也 把 <i 写作 pd AS E Ay R AS php EA AD 
A A= p. 如果 A0, MAE ER 4<0, 就 说 4 是 负 向 量 . 

不 难 定义 了 上 的 全 序 . 例如 , 任 选 V 的 一 组 基 A, A RR 
字典 次 序 来 规定 三 , 即 规 定 Dad < oA, 当 且 仅 当 有 RUS 
kn) HF a=b tsa =b M a Lb 可 以 验证 这 是 V 上 的 全 
序 . 

设 多 是 个 根系 ,a€ @. 如 果 对 于 V METS ERE a> 0,0 就 
叫做 正极 ;而 如 果 a 过 0,a BEAK AAR. DAF TT OY ER A AH 
果 对 于 V 的 某 个 全 序 来 说 ,五 HO PHA ERAR. MTV 的 任 
一 全 序 ,$ 都 有 一 个 正 根系 厂 . 令 一 了 二 { 一 a|ja€ ll} AA SHR 
成 对 {a, 一 和 } 出 现 ,@= 二 JU (一 了 ), 一 五 由 中 所 有 负 根 组 成 , 叫 
PH RRA. 

Pit o ERR. @ 的 子 集 4 叫做 甸 的 一 组 基础 根系 ,如 果 信 
EV 的 一 组 基 , 而 且 任 一 a€@ 表 成 4A 中 向 量 的 线性 组 合 时 , 它 的 
系数 或 者 全 是 之 0 的 实数 ,或 者 全 是 筷 0 的 实数 . 基础 根系 中 的 根 叫 
Roki. OHARA APRN TRUK D H, ESF dim V. 
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不 可 约 有 限 反射 群 的 根系 的 基础 根系 也 叫 这 个 不 可 约 有 限 反 射 群 
的 基础 根系 ,而 它 里 面 根 的 个 数 也 叫 这 个 群 的 秩 . 

根系 的 基础 根系 的 存在 性 并 不 显然 . 然而 对 于 前 面 列举 的 那 
几 个 不 可 约 有 限 反射 群 的 根系 却 不 难 举 出 它们 各 自 的 一 个 基础 根 
系 来 .用 A(IT(m)),m 之 3 表示 B(I,(m)) 的 一 个 基础 根系 等 等 , 那 
么 有 


例 2. 1( 续 2) AC,(m))={(1.0).(—cos Z sin 元)} ,mm 之 3. 
因此 1,(m) 的 秩 等 于 2. [DD 


例 2. 2( 续 2) ACA,) = 《oa 一 6 一 6 ,Qn = En — Ent1} n=l. 因 
此 4A,(n 宇 1) 的 秩 等 于 x. g 


例 2. 3( 续 2) ACB) = {a = E — Eps tt Gy = 61 一 Ens On = 
cj) ,n 之 2, 因 此 B, (nS 2) HY REF n. 口 


例 2. 4( 续 2) A(D,)= (a =E; Ez, t s Qng = Ena T End An = 
€, i +¢,) 3. 因此 D,D nee Ft n. LJ 


对 于 任 一 根系 ,基础 根系 也 一 定 存在 ,这 一 结果 包含 在 下 面 的 
命题 之 中 . 


命题 2. 11 (a) 设 A 是 根系 的 一 组 基础 根系 ,那么 @ 有 了 唯 
一 一 个 正 根系 TDA; 

(b) 设 瑟 是 根系 玉 的 正 根系 ,那么 也 包 含 唯一 一 个 基础 根 
系 , 因 此 基础 根系 一 定 存在 . l 

证 (a) 先 证 存在 性 ,把 A 作为 V 的 基 引 进 字典 次 序 , 那 么 由 
这 个 字典 次 序 所 确定 的 更 的 正 根系 TERS A BRKT RAS 
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4 的 一 个 正 根系 ,那么 豆 恰 好 是 那些 向 量 的 集合 ,把 它们 表 成 4 
中 向 量 的 线性 组 合 时 , 它 的 系数 都 是 宕 0 的 实数 ,因此 卫 由 A 唯一 
确定 . 

(b》 先 证 唯一 性 . 设 A 是 耳 所 含 的 一 个 基础 根系 . 设 x€ A, 那 
么 a 不 能 写成 了 中 两 个 或 两 个 以 上 根 的 线性 组 合 而 系数 都 之 0. 
否则 , 设 a = 2 aB, 其 中 PEFR, |M | 之 2, 而 a>0, 


V BE 下 .因为 4 是 玖 所 含 的 基础 根系 ,每 个 PE 末 都 可 以 表 成 
p 一 320pa KEP a € A Ti bm 之 0. 将 每 个 BE TW RIKAKA a AR 


达 式 ,就 得 到 
o Dye d baa = 之 (Saba) 
因 4 是 基础 根系 ,所 以 如 果 aa Ml Daba = 0 ,于 是 bg 二 0. 那 
ser 


么 YE 了 ,8 都 是 x 的 倍 式 ,根据 根系 的 性 质 (i) 就 推出 6=c, 这 
45 | | 之 2 的 假设 相 矛 盾 . 显然 ,如 果 ecE 了 而 a 各 4A, 那 么 < 可 以 表 
成 4 中 (因而 蕊 中 ?两 个 或 两 个 以 上 根 的 线性 组 合 而 系数 都 之 0， 
因此 A 可 以 刻 划 为 互 中 那些 根 的 集合 ,它们 都 不 能 表 成 匡 中 两 个 
或 两 个 以 上 根 的 线性 组 合 而 系数 都 之 0. 因此 A 由 区 唯一 确定 . 

表 证 存在 性 ; 选 卫 的 一 个 元 素 个 数 尽 可 能 小 的 子 集 4, 使 得 卫 
中 的 根 都 可 以 表 成 A 中 根 的 线性 组 合 而 系数 都 之 0. 显然 这 样 一 
个 子 集 一 定 存 在 . 如 果 能 够 证 明 4 线性 无 关 , 那 么 A 就 是 含 在 芽 
中 的 基础 根系 . 先 证 明 下 面 这 个 断言 . 

“it a, pE AM Ap AA, p.” 

用 反 证 法 来 证 明 . (RE (a, p> 令 c= 
H s (P) =B—ca€ D, FEA DEIR- PEN. 

$e s.(B) E ARAT LAHE 5.8) RE se) = der ,而 cy 之 


Pee 


,那么 co 0. 因 


0. 于 是 B-ca= 2o. 如 果 cr<1, 那 么 (1 一 cp8=cc 十 Dor 
Bll 8 可 以 表 成 A 中 其 余 的 根 的 线性 组 合 而 系数 都 之 0， 因此 并 中 
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的 根 都 可 以 表 成 A\( 8) AR AY AR HEAR A IMT BAB 0 1K Aj AIR 
小 的 假设 矛盾 . 如 果 cp 1, BY ARO = Cee 1) Bt cat Dao 根据 


全 序 的 定义 ,一 组 正 根 的 线性 组 合 其 系数 都 之 0， 而 至 少 有 一 个 系 
数 二 1, 不 可 能 等 于 0, 这 也 是 一 个 矛盾 ,因此 s.(8)E I 不 能 发 生 


再 设 s.(B)E 一 五 ,那么 可 以 把 5.(8) 表 成 5. (P= YoY ,而 
yes 
cs0. 于 是 8 一 ce= YoY. MR ete. >0, Mi (e+e )a= B+ 
YEA 


> (一 cx)Y, 即 “可 以 表 成 4 中 其 余 的 根 的 线性 组 合 而 系数 之 0， 
这 仍 与 141 的 极 小 性 矛盾 . 如 果 < 十 c 委 0, 可 得 0 二 8 一 (c 十 
co)a 一 dle ,这 仍 与 全 序 的 定义 相 了 矛盾 . 这 样 上 面 那个 断言 就 证 


明了 . 
现在 回来 证 明 命 题 2. 11(b) 的 存在 性 部 分 ,用 反 证 法 , 设 4 线 
性 相关 ,那么 有 线性 关系 Jaa = 0 ,而 ae 不 全 为 0. 根据 全 序 的 
aâ 


定义 ，- 定 有 的 a 之 0, 也 一 定 有 的 a0. 把 这 个 式 子 中 负 系 数 的 
项 移 到 等 式 的 另 一 侧 去 ,得 到 Da bab = der ,而 等 式 双方 是 对 
A 的 两 个 不 相交 的 子 集 求 和 ,6s 之 0,c, 之 0. S E= 》)6a8 ,那么 根 
据 全 序 的 定义 ,>>0. 但 是 根据 上 面 那 个 断言 ， | 

0< EE = (>) b:8. Door”) <0 
因此 和 =0, 这 是 一 个 矛盾 . [ 


在 命题 2. 11 的 证 明 中 实际 证 明了 


系 理 2. 12 设 和 A 是 根系 $ 的 一 组 基础 根系 ,那么 对 任意 &， 
BE A 而 aA BF (a, B)<0. g 


命题 2. 13 设 A 是 包含 在 正 根 系 五 里 的 基础 根系 ,而 a€ 人 A4， 
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那么 seda} = Hla}. 
证 LENT B40, BRM P= De EPEN o> 


0. 根据 根系 的 性 质 (i),B$ 门 Ra== {a, —a} ,所 以 一 定 有 一 | ra 而 
cy 之 0. 将 ss 作用 到 上 式 双方 ,得 


2C D07 a) 
sa(P)= >e — may 
20 cYa) 
= der + | — nay | 


将 s(8) 表 成 4 中 向 量 的 线性 组 合 时 , 非 零 系 数 都 同 号 . 今 cy >0, 
所 以 s.(8) EH. 如果 sa B) =a, EBA B=s.(s.(8)) =s la) = — a, 1X 
是 一 个 矛盾 . 因此 s(a, FE sAN) = Ha}. 口 


命题 2. 14 设 @ 是 根系 ,W 是 所 有 oo CC DERM ARR 
群 . 再 设 荆 和 0' 是 的 两 个 正 根 系 , 那 么 有 oEW È oD =I’ 
(这 时 说 卫 和 在 W AFAA). 同样 ,下 的 任意 两 个 基础 根系 
EW HEATERS. 

证 S&r=|ENCI)]. 3} r PAARE A EW 作 
HFE. 4 =O, 0=0' 0 A 0 REW ERF. 设 
7 之 0, 显 然 卫 所 包含 的 唯一 的 基础 根系 不 能 全 包含 在 下 中 . 选 
aC ii að I. 由 命题 2.13 推 出 |s, (了 DD) 们 ( 一 7)|=r 一 1. 显然 ;了 了 
也 是 正 根 系 .根据 归纳 法 假设 ,有 wEW 使 ws.) =I’. Xi 
明了 第 一 个 断言 . 

第 二 个 断言 是 命题 2. 11 和 第 一 个 断言 的 直接 推论 . O 


3 2.3 ”有限 反射 群 看 作 Coxeter 群 


设 W 是 由 一 组 元 素 $ 生成 的 群 ,W 叫做 Coxeter 群 ,如 果 S 
中 的 元 素 所 适合 的 关系 式 都 是 以 下 形状 的 关系 式 
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Gs "PO = 1, Ys ES 
的 推论 ,这 里 mC(s,5) 一 1yY sES.m(s,5' J=m(s' s) 22. s ES 
而 ss’. 当 s 和 s' 没 有 以 上 形状 的 关系 式 时 , 则 约定 mG, s) =o. 
|S | BY Coxeter 群 W WAR. 

这 一 节 的 目的 是 证 明 有 限 反 射 群 是 Coxeter 群 . 这 首先 要 在 
有 限 反 射 群 中 找 一 组 适当 的 生成 元 . 

iO fin PMR V 中 的 根系 , 记 W= 二 W($) 为 由 所 有 有 反 
射 coCaEG@) 生 成 的 群 . 定理 2. 10 中 证 明了 W 是 有 限 反 射 群 ,W 切 
实地 作用 在 V 上 ,如 果 假 定 @ 和 W 的 根系 BCW) 中 ,向 量 的 长 度 
都 等 于 1, 那 么 PWDS. 

设 A 是 @ 的 一 组 基础 根系 ,那么 |A|=n. 反射 seCa€ A) 叫做 
基础 反射 ,一 共有 个 基础 反射 . 要 证 明 W 由 基础 反射 生成 , 先 引 
进 一 个 概念 . 设 68€E 8B, 将 8 表 成 4A 中 基础 根 的 线性 组 合 
B= Xica, 把 cs 叫做 8( 对 于 A) 的 高 度 , 记 作 a. 例如 , 当 


BEAH 时 ,hi(B)=1. 


定理 2. 15 设 A 是 一 组 基础 根系 ,那么 W==W ($B) 由 基础 反 
SH s.Ca€ AD MK. 

证 用 W' 表 WW 的 由 基础 反射 ;Ca€ A) 生 成 的 子 群 ,只 要 能 
证 明 W =W 就 行 了 . 

& 有 唯一 的 一 个 包含 A WERE. EERE I. R BE, 考察 
W' BOI. 因为 BEW'BM 卫 ,所 以 这 是 个 由 正 根 组 成 的 非 空 集 . 在 
它 里 面 选 一 个 高 度 最 小 的 正 根 7, 来 证 明 7YE€ A. RIE. RYE 
AIHER a€ 4, 从 W' 的 定义 和 命题 2.13 推 出 SCE W' BOI, A 


20a) BDL (Ya) <0. HEY 


laa) | 


表 成 y= Dea, HP c0, Y a€ 4, 那么 
aE å 


hat) <At(s.(Y)). (AE sO 一 7 一 


0< 7,7) = X e, <0. 
a€ å 
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这 是 一 个 矛盾 AW YC A RHE W BN AAS. FH LEWA, 
V BEH,B HCW'A. 

设 sa PEO) EW 的 任意 一 个 生成 元 ;因为 se=s_p MUR 
i 8E I. 根据 上 一 段 证 明 的 结论 ,可 以 把 8 写作 B==wa 而 wE 
W' a€ A, 从 引 理 2. 8 推出 ss 二 wsow -1EW', 因 此 W=W'. 口 


系 理 2. 16 设 A 是 一 组 基础 根系 ,那么 对 任意 BEG 都 有 
we Wh wB€A. 

证 在 定理 2. 15 的 证 明 过 程 中 证 明了 ,对 于 PE 了 都 有 也 和 
W' fi whe A. 现在 设 BE 一 廿 ,那么 一 BEIH, 于 是 有 wEW' 和 a€ 
A 使 w( 一 8)==a,; 有 即 wB 二 一 a, 于 是 (sow) (P) =a. 口 ] 


基础 反射 sE 4) 是 所 要 找 的 W 的 一 组 适当 的 生成 元 ,它们 
的 个 数 等 于 dim V ,因此 相当 地 少 . 这 组 生成 元 适合 下 面 这 些 显然 
的 关系 式 : 

Casp)” CP = 1, 
XE ma, BFE ss TE W 中 的 阶 . 下面 要 证 明 s.(@€ A) 这 组 生成 元 
加 上 这 些 显然 的 关系 式 完全 确定 了 W. 这 需要 更 为 细致 地 研究 W 
中 的 元 素 表 成 基础 反射 的 乘积 这 个 问题 . 

BE A= {ays ,0) ,那么 sa ,… ,so 就 是 个 基础 反射 .根据 定 
理 2. 15,W 的 元 素 w 都 可 以 表 成 基础 反射 的 乘积 . 如 果 w 关 1, 定 
义 w( 相 对 于 4) 的 长 度 7w) 为 最 小 的 正 整数 x, 使 得 w 可 以 表 成 x 
个 基础 反射 的 乘积 , 壁 如 多 ==s0……s,, 其 中 每 个 sG, rE 
BERT s。(1 志 ;入 n) ,而 这 样 一 个 表示 式 就 叫做 w 的 一 个 既 约 表 
TA. 约定 11) =0. 

W 上 的 长 度 函 数 1(w) 有 下 面 这 些 简单 性 质 . 

det w = (— 1), 
由 此 推出 2 (cow! Al Lew) +2 (rw! ) 同 为 奇数 或 偶数 . 特别 ， 
lw) = ilw) t1, Vaca. 
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NF wss s ABA wo Ss es s EE Pe) <l(w) ,于 是 
Iw) = lw). 
再 定义 
nw) = |H NQ w~ |, 
即 nCw) 是 有 和 多少 个 正 根 被 w 映 成 负 根 的 个 数 . 根据 命题 2. 13, 
nis) =~1,V a€ A; Alt nisa) =L Csa). AW Ew! H) I= 
w wll CGE) = —w Nw H), A 


n(w!) = nw). 


51382.17 Kal Awew ,那么 
(a) wal>0=n(ws,)=nw)+l1; 
(b) wax0>n(ws,) =n(w)—l. 
jE MR we>0, 那 么 wcETIns I. 根据 命题 2. 13， 
SeN la = H\{a} ,因此 
HN (@s,)7'(—H) =H 1) saw '(— H) 
=s, N w!(—H)) U ta). 
于 是 n(ws,) =n(w) +1. 如果 wa 过 0, 那 么 ağ sw (— 1). 因此 
HN ws) E =H AN sew’ D 
= UI\{a}) N szo (— M) 
=s (N 4a)) N w (—ID) 
=s. (H N w EDN — a}. 
于 是 n(ws,) =n(w)— 1. C 


在 证 明 本 节 的 主要 结果 之 前 , 先 来 证 明 有 限 反 射 群 适合 所 谓 
的 取消 条 件 和 替换 条 件 . 


命题 2. 18( 取 消 条 件 ) 设 wastes eC Wosist ss, 都 是 基础 
反射 而 且 同 一 个 s 可 以 重复 出 现 , 并 设 niw)<r, DRAG EIS 
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i<Jj 魏 使 

(a) a= (sigit Sj); 

Cb) Sipisipo"t Sj = SSi Sja 

Ce) ws rrseersjees, G 和 ;分别 表 示 把 s; Al s; 取消 ). 

证 (a) 因为 nC(w) 过 r, 所 以 有 一 个 足 码 JASSE nls 
sD 二 n(s1…s;_1) 一 1 根据 引 理 2.17, Csi) (aj) 二 0. 因为 aj>>0， 
Pr Ay AS EG 7 <p) fH Css) Ca) > 07 M Csisig eee sj) 
Ca) <0. 将 命题 2. 13 应 用 到 s, 上 ,得 a= Ciis ai 

(b) 记 w = sates BA a = w Ca). 根据 引 理 2. 8, 
W Sa W 一 sw 一 3 这 就 是 说 

《SS5105413 1 一 5 
将 上 式 双方 右 乘 以 sit1""5j-1， 就 得 到 (b). 
Cc) 由 (b) 立 即 推出 
w 一 一 


一 90505553)5 3 = 5 口 
从 引 理 2. 17 和 命题 2. 18 可 以 推出 


命题 2. 19 设 wEW BA lw) =n). 

证 EB l@w)=r ii w=s s. 那么 ww 的 这 个 表达 式 是 从 1 开 
始 经 过 逐次 添加 一 个 s 而 得 . 这 一 共 添 加 了 7 on 函数 的 值 开 始 
时 等 于 0, 根 据 引 理 2. 17 每 一 步 n 函数 的 值 顶 多 增加 1, 因 此 
n(w)<r. 如 果 n(w) 二 7, 根据 命题 2. 18, 可 将 w 表 成 r 一 2 个 基础 
反射 之 积 , 这 与 i(w) =r 相 矛 盾 . g 


系 理 2. 20 设 4A 是 基础 根系 ,了 是 相应 的 正 根系 ,而 wEW， 


那么 以 下 几 个 条 件 等 价 
(a) w=; 


(b) wA=A; 
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C) n(w) =0; 
(d) Cw) =0; 
(e) w=1. 口 


命题 2. 14 是 说 W 可 迁 地 作用 在 © 的 基础 根系 (或 正 根系 ) 
上 ,而 这 个 系 理 是 说 ,W 在 它们 上 面 的 作用 是 单 可 过 的 . 


系 理 2. 21 k IRER. MA 

(a) 存在 唯一 一 个 元 素 rwE 友 ,使 rzo(Z) 一 一 总 ,这 个 ro 还 有 
性 质 :Cww) =m wo) = |H | = || A AHL CLE wo 叫做 W 
中 相对 于 OW RK AE). A wo =w. 

(b) rw 可 以 刻 划 成 多 中 唯一 的 那个 元 素 w, 它 有 性 质 
lws) <ilw)N a€ A. 

(c) HE wEw BAA w EW ff w= ww of Cw) =w) 
Iw). 

证 (a) MRO BRERA IAI WRERA (ARE 
FV 的 另 一 个 全 序 ). 根据 命题 2. 14 和 系 理 2. 20, 有 唯一 的 wo E 
W 使 wo 二 一 工 .根据 命题 2.19 和 函数 的 定义 ,Lvwo) 二 nCwo) 一 
181= 方 181, 所 以 它 达 到 最 大 值 . 由 wo 一 一 本 推出 
H=w; (D= — w (1). Aw w dD = — 0; BRE zw 的 唯 
一 性 ,ws = w. 

b) 如 果 w 是 最 长 元 素 , 那 么 显然 有 l(ws.)<l(w)sV a€A. 
Kw 不 是 最 长 元 素 , 根 据 (a) 有 BETHNw'!'H, 因 而 有 aE€ 人 4 站 
wT, HAGE S| BHO. 17 和 命题 2. 19 ws.) =w) +1 lw). 

(c) 设 wss s E w PRA RA EE ER 
FE w (EK HS DS 1S BE PA 1, EB NY AE Ik. ABE CD) KEE 
到 的 元 素 就 是 wo, Al wo 二 we . fil Cw) =w) +1 Cw"). 口 
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命题 2. 22( 赫 换 条 件 ) 设 wEW 而 w=s1…s,, 其 中 $51，…,s; 
都 是 基础 反射 ,同一 个 s; 可 以 重复 出 现 ,但 是 并 不 假定 w 的 这 个 
表示 式 既 约 . BIR ;二 sl(a€ A) 是 一 个 基础 反射 . 如 果 ws) <I 
(w) ,那么 总 有 一 个 足 码 i(1 志 1 过 7) 使 ws 二 54…5…'$5,, 于 是 ws 
seess OREWA s 这 个 因子 替换 了 s 这 个 因子 ). 特别 ,zw 有 
一 个 以 了 结束 的 既 约 表示 , 当 且 仅 当 ws) <w). 
证 ”由 命题 2. 19 和 引 理 2. 17 FY AL (ws) < ew) FF za<0 等 
价 . 对 于 ws 一 gs lzs)< (wo) 委 r<r 十 1. 重复 命题 2. 18 的 证 
明 ,而 在 (a) 中 取 7 一 ”十 1 ,那么 从 (c) 就 得 出 结论 wss esse 
O 


现在 可 以 来 证 明 本 节 开 始 的 时 候 宣布 的 结果 ，. 


定理 2. 23 设 4 是 根系 更 的 一 组 基础 根系 ,W E S= isal 
E A} 生 成 的 有 限 反 射 群 ,那么 S 中 的 元 素 所 适合 的 关系 式 都 是 
下 面 这 些 关系 式 
(sosp)™ "= 1, Va fp EA (2-2) 
的 推论 ,这 里 ma DRA sesa 的 阶 , 例 如 ,ma,a)==1. 
证 ”对 每 个 a€ A 引进 符号 it, 令 下 是 由 {zola€ A} 生 成 的 自 
由 群 ,再 令 N ÆA Cat)" |a BE 人 A} 生成 的 正规 子 群 . 映射 
FitarsaVaE & 
自然 诱导 出 从 FF 到 W 上 的 同 态 , 将 这 个 同 态 仍 记 作 S. TANE 
含 在 了 的 核 里 . 如 果 能 够 证 明 f 的 核 正好 是 NN ,本 定理 就 证 明了 . 
设 htt EF, AEGA ti 都 是 某 个 talaE A) ,并 假定 
2 = sss, = l, 
这 里 每 个 ;; 都 是 相应 的 sE A). 要 证 明 tty et, E N. 因为 
det ss 二 一 1,Y acEA,r 一 定 是 偶数 , 设 "一 24, 对 9 作 归 纳 法 . 
当 gq 二 1 时 ,r==2 而 515: 二 1, 因 此 5 二 sz 1 二 sy: 于 是 =HEN， 
这 就 是 要 证 明 的 . 
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设 q2, RET 
Siss, = 1 (2-3) 
FA gs 100594049 FE (2. 3) 式 双方 ,得 到 
5182°** Sgt 一 S Spo Sgt 2. 


GRERAATHKE<¢—-]1, AW LRAHAERA RAK. 根据 
Sitsit? Sj = SSi41°°°Sj—19 (2-4) 
因此 有 

Sisi tt S15j5j—1°" Sitsi = ]， (2-5) 

于 是 

ftir tt tititatitl) = 1. 

如 果 (2-5) 式 所 含 基础 反射 的 个 数 <<r 二 29, 那 么 根据 归纳 法 

假设 ， 


Lita t tttittitl E N, 


于 是 
ttiti tN = tig tigatttjtj)N. 
因此 
下 有 一 三 

一 三 下 (1 

=t tetet, N. 
那么 

CE = fttt) = 1. 

因为 to…t…tj……t MEERI t 的 个 数 二 r 一 2<<r, 根 据 归纳 法 
假设 nteeteetpet EN, AW ttet, EN. 


如 果 (2-5) 式 所 含 基础 反射 的 个 数 =r 一 2g, 那 么 一 定 有 ;一 1， 
j= 二 g 十 1, 于 是 (2-4) 式 是 
S2°°°S041 一 S15 (2-6) 


将 (2-3) 式 双方 右 乘 以 "同时 左 乘 以 ,得 
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52°°°5,5, 一 1, (2-7) 
于 是 
SF (tyett,) = 1. 

对 于 (2-7) 式 重复 前 面 对 (2-3) 式 的 讨论 ,或 者 证 出 ett EN 或 
者 得 出 

S3°°*Sg42 = 52°°*Sg4y- (2-8) 
M tretti EN WE ttet EN. 如 果 (2-8) 式 成 立 , 那 么 有 

Sa Cst Sgt Sgap = L 

对 于 这 个 式 子 再 重复 前 面 对 (2-3) 式 的 讨论 . REE ta etta) 
tarts EN RAIRA 

S2…3594+1 一 S358253" Sge (2-9) 
WMR treta tgp otto EN BBS trta N Stitt N 于 是 

tit” tN = = ttt) tN = ty Ctgtart tage egg grt N 
= titty trit, N, 
因此 
Cit) = 1. 

因为 ttti t, WEERT t 的 个 数 =r 一 2<<r, 根 据 归纳 法 
假设 bla…iot2……t E N, AIE ttet EN. 如果 (2-9) 式 成 立 , 从 
(2-6) 式 和 (2-9) 式 推出 5 二 53, 因此 二 ss. 类似 地 ,再 循环 排列 (2- 
3) 式 中 的 因子 并 重复 上 面 的 讨论 ,或 者 可 以 证 出 结论 titt, EN, 
或 者 得 到 =e AM t= t. 这 样 一步 步 地 进行 下 去 ,或 者 某 一 步 可 以 
证 出 结论 ,或 者 最 后 得 到 9 53 ee = Seq A 8p = 54 S Sy 于 是 


ty tg ret Sty A tz = ty = ta. 在 后 一 情形 (2-3) 式 就 是 
(5152) 9= 1. 设 s1 = Sas S2 = Sps, BE A, 那么 m(a, B) la, 于 是 titz” 
tog = (tt2) = (tat EN. 口 


根据 命题 2. 14, 根 系 的 任意 两 组 基础 根系 在 W 的 作用 下 
HAW 的 基础 反射 (CaE 4A) 所 适合 的 关系 式 (2-2) 并 不 依 
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赖 于 基础 根系 的 选择 ,而 由 W 唯一 确定 ,也 即 是 由 $ 唯一 确定 . 


关系 式 
$ = sh = (s,5.)" = 1, 


而 且 sy 和 ss 所 适合 的 关系 式 都 是 上 面 这 三 个 关系 式 的 推论 [|] 


例 2. 2( 续 3) ”A,,n 之 1, 由 基础 反射 5，…,s 生成 ,它们 适合 
关系 式 l 
s? = ee = s? = (sis)? = (525,)3 = or = Snas = l, 
(ss)? SL (li<j—1<<n), 


而 5,… ,ss 所 适合 的 关系 式 都 是 上 面 这 些 关系 式 的 推论 . 口 


例 3( 续 3)”B,,n 之 2 由 基础 反射 S，…,s 生成 ,它们 适合 关系 
x. 
si vee = s? = (sis)? = (5253)? = … 
= (Sp—25n-1)? = (5,-15,)* = 1, 
Gs =l] GQSi<cj-1sn), 
而 ss，… ,ss 所 适合 的 关系 式 都 是 上 面 这 些 关 系 式 的 推论 . 口 


例 4( 续 3) D,,n 宇 3 由 基础 反射 $19""" Sn 生成 ,它们 适合 关系 


2 = s = s = (s82)? = (ss)? = 1, (555)? = 1,4 n = 3 hf, 
?= me = s? = (s182)? = (s383)? = oe = (5,352)? 
= (5,-25,-1)? = (5,-25,)° = 1, 
ss)? = 10 <i<j—1<nRian—2,j7=nK(272 4M 
一 情形 ) , (s,_1s,.)? = 1, 
而 %，…,s 所 适合 的 关系 式 都 是 上 面 这 些 关系 式 的 推论 . O 
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3 2.4 有 限 反 射 群 的 基本 域 


设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ,G 是 OC(V) 的 有 限 子 群 ,D 是 V 的 闭 
集 , 如 果 对 于 任意 EEV ,都 有 唯一 确定 的 一 个 向 量 7E D, 使 得 7= 
ol) ,这 里 cEG, 那 么 万 就 叫 G 的 基本 域 . 

R OEV PHRA.MW=WORHAMARM s. (Cee D) 
成 的 有 限 反 射 群 . 设 4 是 下 的 一 组 基础 根系 ,而 到 是 含 4 的 正 根 
系 . 对 每 个 CC, EMEP H. 如 下 : 

H, = (a)l = {f € V|(E,a) = 0}. 
BAH RERI s 的 反射 超 平面 ,再 定义 两 个 开 半 空间 AT 和 
H7 

HY ={(€€ VI(é,a) > 0}, 

Hz ={F&€ VI(é€,0) <0}. 
BRV=HA}UA.UA. ,它们 两 两 的 交 是 空 集 , 而 H =H. Æ 
义 

C= 门 .est+ = {EE V|, > 0,¥ a€ A}, (2-10) 
显然 有 

C =lMaecaHt = (FE V|) > 0,Va€ I}. 
因为 每 个 H (a€ AREF RC 作为 有 限 个 开 凸 集 的 交 也 是 
FF B.C 还 是 锥 , 即 如 果 AEC, 则 cAEC 对 任意 cER 而 c>. e 
DC, 则 D BA“ HUAT (a€ A) 的 交 : 

D= {EE V|(,a) 0,YV «€ A}, (2-11) 

因此 D FE PAL SE. 更 进一步 ,可 以 证 明 


命题 2. 24 DEW 的 基本 域 . 
证 在 了 中 引进 一 个 偏 序 , 设 1,pwEY ,如果 4 一 4 表 成 4 中 
向 量 的 线性 组 合 时 ,系数 都 立 0, 就 定义 Au 容易 验证 这 是 V 中 
的 一 个 偏 序 . 对 于 任意 4EV ,定义 
A, = (walw € W ii wa > a}. 
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显然 ME Ar. A NAG E ARE POF Oi FS RU RAK IC 
LA 


s) = pe Pay ac A, 


因为 4 极 大 ,所 以 sp 因此 (wo 关 0VY aE A,B ED. 

BREA 07°C W ft A, SACD. F pHa, p =À, 
w=o0o!. BA we=y oil wu E D. X} Lw) = nw) (FI BRIE 
AR v= ye. MR lw) =0, BBA w= 1 =v OR nw) > 0, BA w 
一 定 把 一 个 基础 根 变 到 负 根 去 (否则 ,rwACT, 于 是 wii, A 
么 从 系 理 2. 20 推 出 凤 =1, 这 与 假设 (ww) 之 0 相 矛 盾 ). 因为 p， 
KED 而 wa 过 0, 所 以 

0 (CN ,wa) = (we wa) = (u,a) > 0. 

因此 GQ) 二 0, 于 是 sa) 5 pws oO =". AA wed, HSE S| 
2. 17(b) sn(ws.) 二 nCw) 一 1 过 nCw), 所 以 由 归纳 法 假设 推出 ,x= 
i. 口 


当 孔 由 (2-11) 式 定义 时 ,D 叫做 由 基础 根 条 A 定义 的 基本 
域 . 


引 理 2.25 设 V 是 R 上 的 向 量 空间 而 dim V 之 1, 那 么 V 不 
能 是 有 限 个 真子 空间 的 并 . 

证 当 dimV=1 时 ,{0} 是 唯一 的 真子 空间 ,因此 本 引 理 成 
立 . 再 设 dim V=n 之 2, 而 本 引 理 对 于 ”一 1 维 向 量 空间 成 立 . 假设 
V=V U=- UV. PV: BEV 的 真子 空间 . 设 W 是 V 的 任 一 
n 一 1 维 子 空间 ,那么 

W=WNV=WNV)UsUWUY,). 

HUE ARI. BAP iam EWOVi=W BAW 
Vi. AY dim W =n— 1m] dim Vi<n—1, FFL W =V.. 因此 了 M£ 
Amin- HEF AV 有 无 穷 多 个 ”一 1 维 子 空间 . 这 是 一 个 
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矛盾 . 口 


命题 2. 26 ROBRAMW=WORAMARH s.(a€®) 
生成 的 有 限 反 射 群 ,那么 s. CoE OD) XH PRE WwW 中 所 有 的 反 
射 . 

证 设 s, 是 W 中 的 一 个 反射 , 它 的 反射 超 平面 吾 =《r)+. 如 
RH=H, MEET a€EB, 那 么 5 二 5 M aED. BR HAH. N a€ 
.根据 引 理 2. 25, F ACH MACH. V a€EGB. 设 A 是 @ 的 一 组 基 
础 根系 ,而 DD 是 由 A 定义 的 基本 域 , 即 A 由 (2-11) 式 所 定义 .根据 
命题 2. 24, 有 唯一 的 XED 使 k= 二 wh, 而 wEW. 因 为 ww 在 $B 上 的 
作用 是 一 个 置换 ,所 以 y=wi& H., V aED. Fl, “EHV aE 
A.B Cu a) 40,V a€ A. (AE uE D, FU (4,a)>0,V a€ A, Bf 
LEC. WMC 由 (2-10) 式 所 定义 . 令 s.-=wsw IBA sw 是 W 中 的 
反射 , 它 的 反射 超 平面 是 wH. 显然 xE€EwH. 因 C BHR HEC, 
有 以 Ap 为 中 心 以 e>0 为 半径 的 开 球 BCC, 因 为 pO wH, 所 以 
Sur (2) = pts LBW sw 保持 距离 不 变 , 所 以 su (B) = B. 显然 BE 
wH, BRAA ve B\wH ,于 是 sur) E BOCCD, {BE Surv) Fv, X 
5D REARHT I. AWAAH..Y a€ © IX TA ABE RE. 
所 以 一 定 有 * = sat BER aE 95. 口 


系 理 2. 27 iO En EKRE V 中 的 根系 ,如 果 假 定 B@ 和 和 
W($) 的 根系 BW(G@)) 中 向 量 长 度 都 等 于 1, 那 么 BCW (8))==@. 
因此 从 中 由 长 为 1 的 向 量 组 成 的 根系 之 集 到 切实 地 作用 在 V 上 
的 有 限 反射 群 之 集 的 映射 O-W OBA. MU WW 一 BW ) 为 其 
道上 映射 . 口 


这 样 一 来 ,2. 2 节 中 遗留 的 问题 就 解决 了 . 讨论 切实 地 作用 在 
n 维 欧 氏 空 间 V 上 的 有 限 反射 群 的 分 类 和 讨论 V 上 根系 的 分 类 是 
等 价 的 问题 . 
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iE ACV, EM W= (we W | wd=A) 3648 W, RATE W p 
的 稳定 子 群 ,再 设 U 是 V ATR, EM Wo =(wew |wi=a, 
Y ACU}. 

命题 2.28 a) RAED, IAW: 由 把 4 保持 不 变 的 那些 基 
础 反射 生成 ,特别 ,如 果 REC, H W= {1}. 

(b) AEV, IRA Wi 由 它 所 售 的 那些 反射 sE DER. 

O 设 品 是 V HFK RBA Wo 由 它 所 含 的 那些 反射 (CaE 
DER. 

证 (a) 只 要 证 明 : 如 果 wEW 而 wA=4, 那 么 可 以 把 w RM 
使 4 使 持 不 变 的 一 些 基础 反射 的 积 . 证 明和 命题 2. 24 的 证 明 中 的 
第 二 段 基 本 一 样 ,对 nCw) 作 归纳 . 当 nCw)= 二 0 时 ,w=1, 没 有 什么 
要 证 的 . 设 nlw) 之 0, 那 么 ww 一 定 把 一 个 基础 根 a 上 映 成 负 根 . 那么 

0 > (A,wa) = (wà,wa) = (Aya) =È 0 
FL Aa) =0. FE sa (A) =A, LA ws. A =A. 因为 zua<0, 根 据 引 
H 2.17 (b) ,nCvwss)= 二 nw) 一 1, 所 以 根据 归纳 法 假设 ,可 以 把 ws, 
表 成 一 些 使 4 不 变 的 基础 反射 的 积 ,因此 zw 也 一 样 . 

如 果 ACC, BRAQA,a)>0,V cA. 因此 没有 基础 反射 sale 
4) 把 1 保持 不 变 , 所 以 W= {1}. 

(b) 设 MEY, 根 据 命 题 2. 24, 有 唯一 的 ED 使 p= wà, mi 
wEW BBA Wi=w Ww. 根据 (a),W 由 它 所 包含 的 基础 反射 
生成 .根据 引 理 2. 8 ,基础 反射 的 共 斩 是 以 根 为 反射 向 量 的 反射 ,所 
以 多 :由 它 所 含 的 那些 反射 生成 . 

(c) RAs AU 的 极 大 的 一 组 线性 无 关 向 量 ,那么 UU 中 
任 一 向 量 都 是 它们 的 线性 组 合 , 而 Wu 二 Wi Ne NAW. X EIA 
纳 法 来 证 明 (c). 根据 (b),: 一 1 情形 成 立 . 设 >L ARE O), Wa 
它 所 含 的 所 有 反射 Sa Æ W. 令 2, 一 {a€G|s,EW,,}, W pc, mi 
如 果 aE, M — aED. 引 理 2. 8 推出 Wi 中 的 任意 元 素 都 把 @, 中 
向 量变 到 @, 中 向 量 . 设 ,是 由 $1 张 成 的 子 空间 ,那么 Vi 就 是 W 
的 不 变 子 空间 ,W; 在 Vi 上 的 限制 仅 由 单位 映射 组 成 ,而 Wa E V, 
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上 的 限制 Wi |v 就 是 切实 地 作用 在 上 的 有 限 反 射 群 ,而 以 更 为 
RA 为 简单 起 见 将 Wi | Hite Wi. BRAEVI.S 
要 一 (人 六 人 7 而 和 六 是 万 的 一 组 基 , 那 么 :< 上 而 Wo = 
(Wa dur = (Wa)x, 间 … 间 (Wi)x, 将 归纳 法 假设 应 用 到 W E RHE 
出 Wu 由 它 所 含 的 W 中 (也 是 W 中 ?的 所 有 反射 生成 . CJ 


$2.5 有 限 反射 群 的 分 类 


从 定理 2. 23 可 以 推出 来 ,两 个 有 限 反 射 群 同 构 当 且 仅 当 生成 
它们 的 基础 反射 的 个 数 相 同 ,而 且 它 们 的 基础 反射 适合 同样 的 关 
系 式 (2-2). 基础 反射 的 个 数 就 是 有 限 反 射 群 的 秩 , 而 关系 式 (2-2) 
则 由 mr(a,B) (a,BE A) 这 组 整数 完全 确定 . 因此 有 限 反 射 群 的 秩 
和 mla,B) 这 组 整数 就 是 它 的 全 部 信息 ,它们 完全 确定 了 这 个 有 限 
反射 群 ,可 以 用 图 把 它 的 这 些 全 部 信息 表示 出 来 . 

设 W 是 切实 地 作用 在 维 欧 氏 空 间 V 上 的 有 限 反 射 群 ,$$ 是 
它 的 根系 ,4 是 @ 的 基础 根系 . A 中 每 个 根 都 用 平面 上 的 一 个 小 圆 
图 来 代表 ,把 它们 叫做 项 点 (有 时 用 它们 代表 的 根 的 符号 来 标记 它 
们 ). 两 个 顶点 A 8 有 边 相 连 , 当 且 仅 当 ma,B) 之 3, 而 当 它 们 有 
边 相 连 时 ,就 把 这 条 边 标 上 mx《a,8) 这 个 数 . 当 m《a,B) 二 3 时 ,常常 
省 去 所 标的 3, 这样 得 到 一 个 标 数 图 ,叫做 有 限 反 射 群 W 的 
Coxeter 图 , 记 作 Pw). 

因为 有 限 反 射 群 的 Coxeter 图 包含 了 它 的 全 部 信息 ,所 以 两 
个 有 限 反 射 群 Wl 和 开 : 同 构 当 且 仅 当 它 们 的 Coxeter 图 POW) Al 
TT(W;) 相 同 . 

现在 把 I,m) (nS 3),A, nl), B n2), D, aS. 
Coxeter K| mi H Æ. 


W2. 1 Um) mE: 一 一 


例 2. 2( 续 4) TCA, snl: OO O a O 
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例 2. 3( 续 4) TBa) n2: 。 . Se 


例 2. 4( 续 4) rD): 。， 


P(D,) ,n>4: eee < 


从 上 面 这 些 例子 里 ,可 以 看 到 1,(3) 和 Ak] Coxeter 图 相同 ， 
A; 和 D3 的 Coxeter 图 也 相同 ,因此 I,(3) 和 Af, AA D th E 
构 . 

有 限 反 射 群 之 间 的 同 构 , 不 只 是 抽象 群 之 间 的 同 构 , 它 还 是 所 
谓 的 几何 同 构 . 


命题 2. 29 设 W, 和 W, 分 别 是 切实 地 作用 在 欧 氏 空间 V, 和 
V: 上 的 有 限 反 射 群 . 如 果 Wi 和 Ws 的 Coxeter 图 相同 ,那么 它们 拖 
何 同 构 , 即 有 一 个 从 Wl WR pT VB VR 
持 内 积 的 向 量 空间 同 构 g, RAER 

Hw) =P¢owrd', VwE W. (2-12) 
特别 ,如 果 Vi =V2 BBA Wi WE OV) SESE. 

证 KRAHBW.HEMBAG=1.2). RHAMRAN EM, 
它们 分 别 是 Vi O-BE. TRO 中 向 量 长 都 等 于 1. AAW) 
和 荆 (W,) 相 同 , 所 以 有 一 个 从 A 到 AO EMER aE 
A,,Coxeter 图 中 相应 a 的 顶点 也 就 是 相应 %(a) 的 顶点 . 自然 可 以 
把 y 线性 扩充 成 从 VV 到 V, 的 向 量 空间 同 构 . 设 a.BE 扩 而 oF ZB, 
那么 a 和 BB 的 夹 角 9==x 一 x/m(a,B). 于 是 (4,B)==cos 90= 
一 cos(x/m(a,B)). JE (yla), pD = — Ccosr/m (Yla), p). 
K Amla, 82) =m(¢(a) pB), FEV Ca, D= CaA). EE Y 
保持 内 积 . 再 定义 $s.) = Spa V aE A ,那么 9:W1i 一 Ws 是 同 构 映 
射 , 而 (2-12) 式 显然 成 立 . O 
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设 W 是 切实 作用 在 维 欧 氏 空间 V 上 的 有 限 反 射 群 . 根据 命 
题 2. 3,V 分 解 成 有 限 个 两 两 正 交 的 不 可 约 WW- 子 空间 的 直 和 , 劈 
M,V=ViO--OV,.V: 都 是 不 可 约 W- 子 空间 ,而 当 iy 时 ， 
(Vi,V))= 二 0. > W ERW EV: ERR, BR W 是 切实 作用 在 
V: 上 的 不 可 约 有 限 反射 群 .根据 系 理 2. 4, WW Xe XW. 因此 
切实 地 作用 在 Y 上 的 有 限 反 射 群 的 研究 就 化 成 不 可 约 有 限 反射 
群 的 研究 . 如 果 不 把 仅 含 单位 元 的 群 看 作 有 限 反 射 群 ,那么 V 上 
的 不 可 约 有 限 反射 群 都 切实 地 作用 在 了 上 ,下 面 总 作 此 约定 . 

有 限 反射 群 的 不 可 约 性 怎样 从 它 的 根系 或 它 的 Coxeter 图 上 
反映 出 来 呢 ? 下 面 的 命题 回答 了 这 个 问题 . 


命题 2. 30 KW 是 切实 作用 在 ” 维 欧 氏 空间 Y 上 的 有 限 反 
射 群 ,$$ 是 它 的 根系 ,了 是 它 的 一 组 基础 根系 ,那么 以 下 几 个 性 质 
等 价 : 

(a) W 是 不 可 约 的 ; 

(b) © AR BE SY fF BL AB ED AD, A FF TT CD), 
©, )=0; XM (a, P)=0,V aE Bb,PED,; 

Co) 4 不 能 分 解 成 两 个 不 相交 的 子 集 4 和 4 的 并 ,而 
(A, » 4.) =0; 

(d) W 的 Coxeter 图 TC(W ) 是 连通 的 . 


这 个 命题 的 证 明 留 给 读者 (习题 2. 18). 

如 果 根 系 (或 基础 根系 4) 适 合 定理 2. 30 中 的 (b) (或 (c))， 
就 说 它 是 不 可 约 的 . 

还 可 以 定义 一 般 的 Coxeter 图 , 设 全 是 有 有 限 个 顶点 的 图 ,用 
S 表 它 的 顶点 集 , 设 a,BES. 如 果 有 边 相 接 a 和 8, 这 个 边 上 就 标 
上 一 个 之 3 的 整数 或 co, 用 ma,B) 来 记 所 标的 整数 或 2, 并 假设 
m(a,B8)=m(B,a). XE r Rik Coxeter M. 约定 在 Coxeter 图 中 
边 上 标的 3 这 个 数 常常 被 省 掉 , 如 果 Coxeter 图 中 有 两 个 顶点 a 和 
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B 没有 边 相连 ,就 令 ma, B)=m(B,a)=2. 
问题 是 怎样 把 切实 地 作用 在 欧 氏 空间 上 的 有 限 反 射 群 的 
Coxeter 图 从 一 般 Coxeter 图 中 区 别 出 来 ? 
设 了 是 个 Coxeter 图 ,S HEMI AR, |S| =n. a, PES, 
X 
ala, PB) = os Ca. BY 


造 一 个 nXn BE 4, 它 的 行 和 列 的 足 码 集 都 是 S, 而 它 的 (a,B) 位 
HHR ala, p), Bi 
A = (a(@,8) apes. 

显然 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,叫做 Coxeter A r AJ Coxeter 4E H , m Kk 
Fete Ax, HB r= lar, ,Xi)ER", 岂 做 Coxeter 图 卫 的 二 次 齐 
A. SOM PRE 4 和 二 次 齐 式 'z4z 叫 半 定 正 的 . 如 果 'z4z 之 0， 
Y zER"; 而 它们 叫做 定 正 的 ,如 果 它 们 是 半 定 正 的 ,而 且 'z4z=0 
4 A 24 c=0, WF Coxeter 图 a9 Coxeter 矩阵 或 它 的 二 次 齐 
式 是 定 正 的 (或 半 定 正 的 ) ,就 说 全 是 定 正 的 (或 半 定 正 的 ). 


命题 2. 31 切实 地 作用 在 ” 维 欧 氏 空间 Y 上 的 有 限 反 射 群 
W Coxeter 图 CW) BIEN. 

证 设 B 中 向 量 长 都 等 于 1. 和 定理 2. 29 一 样 , (a, f= 
一 cosx/m(a,B),;YV a;BEA, 因 此 A 二 ((a,B)). 设 工 是 个 ELA 
向 量 , 其 分 量 x 的 足 码 集 是 4A, 那么 


(>) ra, Borea) = 一 上 z47z. 


aE 


因为 欧 氏 空间 V 中 内 积 是 定 正 的 ,所 以 zxAz 也 定 正 , 即 POW) a 
正 . 口 


因此 要 寻找 切实 地 作用 在 维 欧 氏 空 间 上 的 有 限 反 射 群 的 
Coxeter 图 ,只 要 在 ”个 顶点 的 定 正 Coxeter 图 中 去 寻找 就 行 了 . 
先 列举 一 些 定 正 Coxeter 图 . 
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定理 2.32 ”下列 连通 的 Coxeter 图 都 是 定 正 的 . 

这 个 命题 的 证 明 留 给 读者 (习题 2. 19). 在 不 致 引起 混淆 时 ,也 
可 用 A, 代表 图 DTA, B, 代表 图 BSS. 

要 证 明定 正 的 连通 Coxeter 图 ,只 有 命题 2. 32 中 所 列举 的 那 
些 . 先 来 定义 Coxeter 图 的 子 Coxeter 图 和 子 图 的 概念 . 


P(A, n21) oo 0 


DBn) (n>2) oe oe, 


TC(D,) (n>4) 。 。 oae < 


TCE) , , | 


T(E) , , | 


T(Es) , , | 


PCR) 4 
PCH) 。  。5 
THa) oe ~- 5 


PUI2,Gn)) Cm3) m 


图 2.4 连通 定 正 Coxeter 图 


设 T ÆI Coxeter 图 . 略 去 卫 的 某 几 个 顶点 和 与 这 些 顶点 中 
任何 一 个 相连 的 边 , 仍 得 到 一 个 Coxeter A, UK AF AI" 
是 械 的 子 图 ,如 果 取 消夏 的 某 几 条 边 ( 可 以 是 0 条 边 ), 并 把 另外 几 
条 边 上 标的 数 不 变 或 减少 成 某 些 宇 3 的 整数 ,这 样 得 到 的 Coxeter 
图 叫做 厂 的 子 Coxeter 图 ,显然 Coxeter 图 的 子 图 都 是 子 Coxeter 
、 图 . 


引 理 2.33 i r Æ EMÉ Coxeter 图 ,那么 卫 的 任 一 子 
Coxeter 图 都 是 定 正 的 . 


证 RMVB HT Coxeter 图 ,三 有 7 个 顶点 , 夏 有 有 个 顶 
点 ,那么 kn. 设 4 和 4 分 别 是 信和 六 相关 的 矩阵 .再 设 1,…,n 
表示 本 的 nn 个 顶点 ,而 1,… ,表示 六 的 个 顶点 ,那么 当 1 志 i 
fA mG, j) >m CG, j), WIE aG, j) = — cos (a/m G, ps 
—cos(r/m (G, jD =d Gj) 假定 A REE MAAS AE rE 
RHEI rA x =0. S y= afse [rel Or OER BA 
k k 
0<yAy = Da Dalla, Da GD lalla; 
i j=l 


i j=l 
k 
< Sa Ci, Dz; = 0, 


ESR S—P ASR EAY dG DLV ij), HER 
中 全 都 是 等 号 . 第 一 个 等 号 与 下 是 定 正 的 假设 矛盾 . c 


利用 这 条 引 理 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 2. 34 ” 定 正 连通 的 Coxeter 图 只 有 定理 2. 32 中 所 列 出 的 
那些 . 

证 ”这 里 只 写 出 证 明 的 主要 步骤 而 把 细节 留 给 读者 (习题 
2.20). 

设 工 是 个 定 正 连通 Coxeter 图 ,并 假定 卫 的 顶点 个 数 等 于 x. 

X nn 一 1 时 , 古 只 能 是 (41). 当 n==2 时 , 矿 只 能 是 TT( Ce))， 
m3, ALR BRR "之 3 的 情形 . 

(1) 用 引 理 2. 33 可 以 证 明了 不 能 包含 下 面 形 状 的 Coxeter 图 
作为 子 Coxeter 图 . 
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于 是 本 也 不 能 包含 任何 标 数 圈 作 为 子 Coxeter 图 . 
(2) 卫 不 能 包含 下 面 这 个 Coxeter 图 作为 子 Coxeter K. 


— o —— 


因此 工 的 每 个 顶点 最 多 有 三 个 顶点 与 它 有 边 相 连 , 即 每 个 顶点 最 
多 分 成 三 个 叉 . 
(3) 卫 不 能 包含 下 面 这 种 Coxeter 图 作为 子 Coxeter 图 . 


> 一 . --- ane 
o o 


因此 本 最 多 有 一 个 分 叉 点 . 
现在 分 别 讨论 下 面 这 两 个 情形 . 
情形 1 TRAD 
(4) 卫 不 能 包含 下 面 这 种 Coxeter 图 作为 子 Coxeter W. 


因此 本 最 多 有 一 条 边 标的 正 整 数 宇 4. 如 果 械 的 边 标 的 正 整 数 都 
是 3, 那 么 本 就 是 (4,) ,nn 之 3. 

(5) 研 不 能 包含 下 面 这 三 个 Coxeter 图 中 的 任何 一 个 作为 它 
的 子 Coxeter 图 . 


6 
5 


因此 械 不 可 能 含 一 条 边 标的 正 整 数 宇 6. 如 果 械 含 一 条 边 标的 正 
整数 是 5, 那 么 研 只 可 能 是 TT(H,) 和 TT(H,). 
(6) 械 不 能 含 下 面 这 个 Coxeter 图 作为 子 Coxeter 图 . 


因此 如 果 醋 含 一 条 边 标 的 正 整 数 是 4, 那 么 厂 只 能 是 及 CE) 和 
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I(B,) ,2 之 3， 

情形 2 醋 有 一 个 分 叉 点 ,把 从 这 个 分 叉 点 出 发 的 三 个 枝 的 长 
度 记 作 a,b,c, Fik axb<c. 

(7) 械 不 能 含 下 面 这 种 Coxeter 图 作为 它 的 子 Coxeter K. 


o 
4 
o --- 。 一 o 
o 


因此 械 中 的 边 标 的 数 都 等 于 3. 
(8) 械 不 能 含 下 面 这 个 Coxeter SHEN ENF Coxeter W. 


因此 一 定 有 a==1. 
(9) 械 不 能 含 下 面 这 个 Coxeter 图 作为 它 的 子 Coxeter 图 . 


| 


因此 一 定 有 b<2. WE b=, r WE rD) nS. 
(10) 再 讨论 56=2 的 情形 ,T 不 能 含 下 面 形状 的 Coxeter 图 作 
为 子 Coxeter 图 . 


因此 c=2,3, 或 4, 即 醋 只 能 是 T(E6) ,T(E;),TT(Es). 

摆 在 面前 的 问题 是 ,定理 2. 32 中 列 出 的 那些 定 正 连通 的 
Coxeter 图 是 不 是 都 是 不 可 约 有 限 反 射 群 的 Coxeter 图 ?对 于 
PAM m3) , CA.) (ne 1) CB, (n2) TP (D,) ne 3) iÑ 
过 例 2.1 一 2.4 的 讨论 可 以 知道 这 是 对 的 . 对 于 T CE), CE), 


-一 一 一 一 o 一 oo 一 一 
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PEs) CCR) rH), TCH) ,这 也 是 对 的 ,证 明 将 在 2.7 节 中 给 
E. 


$2.6 抛物 子 群 


设 @ 是 nn 维 欧 氏 空间 V 中 的 根系 ,W 是 由 所 有 反射 (CeE 中) 
生成 的 V 上 的 有 限 反 射 群 , 已 经 知道 W 切实 地 作用 在 V 上 . 再 设 
4 是 更 的 一 组 基础 根系 , 令 S$= (slac A} 是 所 有 基础 反射 的 集合 ， 
EAR W=(S)=(s aE A). RIBS 的 任 一 子 集 , 令 Wi= 
DW Wr AE CE WPS SET RE wWrw Cw € WW) 都 叫做 多 
的 抛物 子 群 . 设 wEW, 那 么 wa 也 是 @ 的 一 组 基础 根系 ， 
www! = {su | aE A}, ww 'CwSw!, wW rw™ = (wlw7!). 特 
I Wo= {1} Al Wo=W RE W 的 抛物 子 群 . 根据 命题 2. 24 A 
题 2. 28, KARV 中 任意 非 零 向 量 , 则 4 在 W 中 的 稳定 子 群 W; 也 
是 W 的 抛物 子 群 . 


命题 2.35 设 B 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 根系 ,A 是 @ 的 一 组 基 
MRA. S= (sa |a E A}, HR ICS, $ A= {a€ A |s EI} V= 


> Rae, =0NV.. 
a€ âr 


(a) Dr 是 Vi 中 的 根系 ,以 Ar 为 基础 根系 ,Vi EW 的 不 变 子 
空间 ,而 w(xz) 一 x,Y wEWi,zEVi, 把 Wi 对 Vi 的 限制 仍 记 作 
Wi, 那 么 WW:COCV7) 是 以 4 为 基础 根系 的 有 限 反 射 群 . 

(b) Lw) =l lw), Y wEW,, ik BL, 是 Wi 相对 于 基础 根系 
A, 的 长 度 函 数 . 

(c) 定义 Wi 二 {we W |l(ws) > lw) Y sET}, 那 么 对 任意 
wEW, 有 了 唯一 的 wEW’' AE ve W, Ë wS uv, lw) = lu) + 
lw) 17H u ERR oW, 中 唯一 的 最 短 长 度 的 元 素 . 


证 (a) WHER SEI MEA =r 


aEVr, 因 此 
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so (VD 二 V1; 由 此 推出 w(VD) 二 VY wEW. 设 xEV, 那 么 
(zx,Q) 二 0,YV a€ hi, 因 此 s(x)==x, 由 此 推出 wr) 二 xz,V wEWiI. 
如 果 把 Wi 对 Vi 的 限制 仍 记 作 Wi, 那 么 WiCOC(V7) ,容易 验证 D, 
满足 Vj 中 根系 的 三 条 性 质 ,因此 Bi 是 Vi 中 的 根系 . A 是 Bj HE 
础 根系 以 及 Wi 是 以 Bi 为 根系 的 有 限 反 射 群 这 两 点 都 是 显然 的 . 

Cb) 在 命题 2. 19 中 证 明了 Cw) = nw). 因此 只 要 能 证 明 
nw) =n (w), Y WEW RTT RE ni(w) 是 B 中 有 多 少 个 正 
根 被 w 映 成 负 根 的 个 数 . 设 <E B+\GB1, 那 么 将 a 表 成 A 中 向 量 的 
线性 组 合 时 ,一 定 有 一 个 基础 根 7& AT 的 系数 cy > 0, BEA, Af 
么 将 so ORM 4 中 向 量 的 线性 组 合 ,7 的 系数 仍 是 cy, 因 此 sela) 
也 是 正 根 .于 是 we OV wEWi. 所 以 B+ 中 的 正 根 被 w 变 成 负 
根 的 都 是 Bi 中 的 正 根 ,这 就 是 说 nCw) 二 ni(w). 

(c) 对 于 给 定 的 wEW, 选 陪 集 OW, 的 代表 元 u 为 这 个 陪 集 
中 最 短 的 一 个 元 素 , 再 把 w 写成 w=wuv,vE€EWi. 因为 us € ww), 
V sE, FU las) Sl), FE las) Sl), Aw uE W’. KR u=s 
ss, Al v= ss (595; SAP AVE u 和 w 的 既 约 表达 式 .根据 (b) 可 
EE sie, EL, BA LMI Ww +1) = ptg. WMR wpa, 
那么 根据 取消 条 件 ( 命 题 2. 18) 可 以 在 wv 中 取消 两 个 s BR s 而 不 
改变 w. A u 中 取消 任何 一 个 s: 等 于 说 陪 集 wW1i FOR u 短 的 元 
素 , 这 与 z 的 选取 相 了 矛盾 . 如 果 从 v 中 取消 两 个 5;,s'j, 与 v 二 51*…sg 
是 既 约 表 达 式 的 假设 矛盾 .因此 lw) =lu)+l@). 

BoE ul CW (uw, it u £u. 根据 上 一 段 的 讨论 ,可 以 把 zw 
Ku =uv.veW, M L) =i Cu) +i). 如 果 a= r>, i 
v=s res (ED, BBA Lus <lu A5 u EW, F. A u EÈ 
唯一 的 最 短 长 度 的 陪 集 代表 元 ,于 是 v 也 是 唯一 的 . 口 


命题 2. 35(c) 中 的 陪 集 代 表 系 到 叫做 极 小 陪 集 代表 条. 


系 理 2.36 设 丁 是 定理 2. 32 中 所 列 出 的 那些 定 正 连通 
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Coxeter 图 之 一 ,并 假设 有 有 限 反 射 群 灰 以 了 为 Coxeter 图 ,那么 
对 于 械 的 任 一 子 图 I” ,也 有 有 限 反 射 群 W A TH Coxeter K. 

证 设 B 是 W 的 根系 ,A 是 $$ 的 一 组 基础 根系 ,那么 
W=(s.e€ A) 4 与 卫 的 顶点 一 一 相应 ,那么 与 一 的 顶点 相应 的 
基础 根 就 组 成 A 的 一 个 子 和 集 A, 令 S= {sla€ A} IS {salas}, 
BA ICS, A= A. 根据 命题 2. 35(a) ,Wi 就 是 以 A, 为 基础 根系 的 
有 限 反 射 群 . 显然 Wi 的 Coxeter 图 就 是 T. O 


AACE mM CCE, Re CED WF. WR RE E HER 
可 约 反 射 群 以 (Es) 为 Coxeter 图 ,那么 也 有 有 限 反 射 群 分 别 以 
有 CE) 和 TCE) AE Coxeter 图 ,更 因为 CE) Al 六 (CE)) 都 是 连通 
的 ,所 以 这 两 个 有 限 反 射 群 都 是 不 可 约 的 . 同 理 , 如 果 有 不 可 约 有 
限 反 射 群 以 (HH,) 为 Coxeter 图 ,那么 也 有 不 可 约 有 限 反 射 群 以 
P(A) A Coxeter 图 . 在 下 一 节 里 ,将 给 出 群 ,Es 和 五 ,存在 的 证 
明 . 

现在 再 回来 讨论 W 的 抛物 子 群 , 先 叙述 线性 代数 中 的 一 条 引 
理 , 而 把 它 的 证 明 留 给 读者 (习题 2. 22). 


引 理 2. 37 设 V 是 有 限 维 欧 氏 空间 ,V1 和 Vs 是 V 的 子 空间 ， 
BRAV NVD+=V +V g 


命题 2.38 从 S={slaeEa4) 的 子 集 工 的 集合 到 W 的 形 如 

WE7) 的 抛物 子 群 的 集合 上 的 映射 
IW, (2-13) 
是 从 前 者 组 成 的 格 到 后 者 组 成 的 格 的 同 构 映射 . 

证 BARGER. GAM CGE GATE N GNAGE GH 
子 群 ,再 定义 G,UG,=(G,.G,) BAG 的 所 有 于 群 的 集合 对 于 门 
和 UU 组 成 一 个 格 . 

先 证 明 映 射 (2. 13) 是 格 同 态 , 即 它 保持 格 运算 和 和 , 设 7 一 
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Wi, J |>Wy. 显然 Wigs = (WW) = WiU W,. 还 需要 证 明 ， 
Wm=WiNW,. Win:CWiNW, 是 显然 的 . 在 命题 2. 35 中 定义 
A = {a € Als, € I}, Vi = DRaD = DNV. 


aE 4, 
同样 有 
A, = la € Als, E€ J}, Vi = X Re, = OM Vy. 


aE As 
从 这 个 定义 立刻 指出 
Vi N V; = Vinse 
再 根据 引 理 2. 37 
Vi+Vi= ViNVD)t= Vind. 
B wEWNW IA w RE VHV = (Vin)+ 中 每 个 向 量 都 保持 
不 变 ,根据 命题 2. 28(c) ,w 就 是 把 这 个 空间 中 每 个 向 量 都 保持 不 
变 的 一 些 反 射 sx 的 积 ,而 这 些 a RF Ca, AV =0,VAE 
Vindt FÆ EE Vins @E Bms=BfNViny. MUA we Wins. 因此 也 
有 WiNWCW ns 这 证 明了 (2-13) 式 是 格 同 态 . 
最 后 证 明 (2-13) 式 是 单 射 , 设 了 AW PWs Th Wi Ws, 
已 经 证 明 (2. 13) 式 是 格 同 态 ,所 以 Wins=WifNNW,= Wr. 如 果 IF 
J ,那么 IT 站 JST, 于 是 Ons SO, Wins ew, A ARIJ. O 


W 的 抛物 子 群 还 可 以 刻画 成 W 的 所 谓 Coxeter 复 形 中 元 素 
的 稳定 子 群 ,这 需要 先 定义 W 的 Coxeter PH. 
仍 设 更 是 二 维 欧 氏 空间 中 的 根系 ,4 是 下 的 一 组 基础 根系 ， 
S= {sla€E A}, W= lsa lsE S). ik ITS, A= (aE Als EIE. A 
节 中 定义 了 W oe 为 
= {AE V|(,a) 20,Va¢€ 4}, 
也 定义 了 
= {AE V|) > 0,V @€ J}. 
现在 对 任意 ICS, 定义 
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Cr = {AE D| (A,a) =0V a € A, C,a) > 0V a € AM}, 
ABA Cr 是 一 些 超 平面 He 和 一 些 开 半空 间 4.。 的 交 . 显然 ,Cz=C， 
C,= {0}. 

命题 2. 39 (a2) 当 了 遍历 S 的 所 有 子 集 时 ,Cr 这 些 集合 构成 
D 的 一 个 划分 ,而 Ci 张 成 的 向 量子 空间 的 维 数 等 于 n— | TI. 

b) 设 LECA W, =W. 

(c) 当 了 遍历 S 的 所 有 子 集 ,而 w 遍历 W 对 于 Wi 的 一 组 陪 
集 完 全 代表 系 时 ,zwCr 这 些 集合 构成 V 的 一 个 划分 . 

证 (a) 是 显然 的 . 

(b) 设 “EC, BA ve D. 根据 命题 2. 28(a),W,= sals ES 
而 s.(p1) 二 1). 如果 5s.ET, 即 a€ A, BARE C HEM. ODS p, 
于 是 ;EW WR sQ, B] aE A\Ai, 仍 根据 Cr Es (Ap, 
于 是 s.&W,, Alt Wi= (1) =W,. 

Cc) 设 AEV. 根 据 命 题 2. 24, 有 wEW 使 wAC D. 再 根据 (a)， 
有 ICS 使 wAECi. 于 是 4Ew-!1Ci. 因 此 V 是 wCi(wEW ,ICS) 
这 些 和 集合 的 并 . 再 设 wC Nw CED BVA ACV 使 A=we=w' pj， 
这 里 xECi,w ECC! ,那么 wirwx 一 .再 根据 命题 2.24,4 一 yi, 因 
此 Ci=Cr. RARE (b) ,wi1wE€EW= 二 Wi 二 Wo, 对 任 一 vECr 于 是 
w wC =C, AE wC =w C. o 


当 了 遍历 S 的 所 有 子 集 , 而 w 遍历 W 对 于 Wi 的 陪 集 的 一 组 
完全 代表 系 时 ,zwCr 这 些 子 集 组 成 的 集合 叫做 WW 的 Coxeter 复 形 ， 
记 作 安 ,而 安 的 元 素 wC 叫做 了 型 面 . 

命题 2. 40 设 1 是 5 的 任 一 子 集 , 那 么 中 了 型 面 Cr HE 
定子 群 恰好 是 Wi. 因此 W 的 抛物 子 群 都 是 Coxeter 复 形 E 中 元 
素 的 稳定 子 群 . 

证 根据 Gi 的 定义 , 设 ECN w= u Y wEWi, 因 此 
we, =C}. 再 设 wew 适合 we; =Cr, 因为 CiCD, 根 据 命题 2. 24, 
w 把 Cr 中 每 个 点 都 保持 不 动 , 再 根据 命题 2. 28(a),wwE 了 多 在 命 
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题 2. 29(b) 中 已 经 证 明 w, =W. 所 以 Ci 的 稳定 子 群 是 W. 

W 的 任 一 抛物 子 群 串 表 成 形状 Ww KB ICS wew. 
上 面 已 经 证 明 W, EC 的 稳定 子 群 ,因此 wW ro E wC 的 稳定 
子 群 . CI 


$2.7 EE, Es F, Hs ,HL 的 存在 性 和 它们 的 阶 


在 这 一 节 里 将 要 证 明 , 确 有 不 可 约 有 限 反 射 群 ,它们 的 
Coxeter 图 分 别 是 定理 2. 32 中 列 出 的 T(E6),TT(Ei),TT(Es)， 
PCF), CH,),CH). Wag A FB 2. 36, 只 要 证 明确 有 不 可 约 有 限 
反射 群 ,它们 的 Coxeter 图 分 别 是 CEs) UR) ,TT(H,). 

先 来 构造 不 可 约 有 限 反射 群 F i V =R ELER R E E, 
EEr E 6 是 它 的 一 组 标准 正 交 基 . 定义 Y 中 的 一 个 向 量 集 OE 
由 下 面 这 48 个 向 量 组 成 : 

tete (i<j 
| (2-14) 


+ €,@ = 1,2,3,4), S(t €& be, te, +E), 


上 面 一 行 24 个 向 量 的 长 都 等 于 V2 ,下 面 一 行 24 个 向 量 的 长 都 等 
于 1. ADE © Æ V 中 的 根系 (习题 2. 23). 把 上 面 一 行 的 向 量 叫 
长 根 , 而 把 下 面 一 行 的 向 量 叫 短 根 . 令 

A = (a, = E — 60 = E C0 = Es 


= (E, — & — & — &)}. (2-15) 


可 以 证 明 A 是 更 的 基础 根系 (习题 2. 23). BS 
W(P) = (Sa 95a, 250,950, 


计算 
(wy ai) 一 (azyaz) 一 2，(asya3s) 一 《as ,a,) =], 
(ajsa) =— ], Caja) = 0, Ca a) = 0, 
Ca, ,as) 一 一 1, (@,,4,) = 0,€a,,a,) =— L, 


2 
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用 0 表示 w 和 a; ASCH. BBA <o<n. 利用 公式 


(a; ,a@;) 


cosh, = —= i 
V (@,a;) N (a;,a;) 
可 求 出 

3x 

4 $ 


2 
a, =b; = 3 ， O23 


bs = = bzs = > 


又 因为 = 一 2 一 ,所 以 


m(isj) 


m(1,2) =m(3,4) = 3,m(2,3) = 4, 


因此 有 限 反 射 群 W(@) 的 Coxeter 图 正好 是 定理 2. 32 中 列 出 的 
OF). 因为 T(E,) 是 连通 的 ,所 以 W(B) 是 不 可 约 的 , 则 WW(@) 这 


个 群 记 作 Fi. 


再 来 讨论 T(E) , 设 TY 一 Rs: 是 8 维 欧 氏 空间 ,而 E19 ;Es 是 它 的 
一 组 标准 正 交 基 . 定义 V 中 一 个 向 量 集 @, 它 由 下 面 这 240 个 向 量 


组 成 : 


8 
teteG<p, >>) 士 s( 其 中 偶数 个 十 号)，(2-16) 


i=] 


可 以 证 明 ,@ 是 V 中 的 根系 (习题 2. 24), 令 


1 
mF E E E — Es — Es — Er T E), 


az 一 6 + &, 
a; 一 es 一 ss(3 委 1! 委 8)， 
而 
A = {Ajsa 4 Wy 9 Ay 5 Wy 5 Uy yA, Ay}. 
可 以 证 明 4A 是 下 的 基础 根系 (习题 2. 24). 再 令 
W(P) = (Sa |i = 1,1,8). 


(2-17) 
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仿照 (RF,) 的 情形 可 证 ,W ($$) 的 Coxeter 图 就 是 定理 2. 32 中 列 出 
的 T(E) (习题 2. 24). 

根据 系 理 2. 36, 也 有 两 个 不 可 约 有 限 反 射 群 以 全 (Es) 和 
(Ei) 分 别 作 为 它们 的 Coxeter 图 ,这 两 个 不 可 约 有 限 反 射 群 分 别 
记 作 EE 和 E. 

最 后 来 讨论 MH). 定义 一 个 从 4 维 欧 氏 空间 RABI ROAR 
除法 代数 H 上 的 一 个 双 射 

(ai 3@z9@35Q,) H à = a, + azi + aj + ak. (2-18) 
把 H 看 作 实 4 维 空间 ,这 还 是 个 向 量 空间 的 同 构 . S 令 4 一 aai — 
azj— ak. HA, EH, ÆN 
As) = EAR + pÀ). 
可 以 证 明 这 是 H 上 的 一 个 内 积 . 如 果 按 下 式 来 定义 及 * 上 的 内 积 ， 
((alyazyasyad)， (O162,b3,01)) = a,b, + azb; 十 asbs 十 asbs, 
那么 双 射 (2-18) 式 还 保持 内 积 . 设 ME 再 ,再 定义 4 的 范 数 为 
lAl = CA) = ài. 

那么 当 4 关 0 时 ， 


X= 
lal 
设 < 是 再 中 范 数 等 于 1 的 元 素 , 用 ww 表示 a 所 确定 的 H 中 的 反射 
sA = A Da, 


那么 有 


引 理 2. 41 Ke€H fillel=1,BA 
$s.(A) =— aha, Yà €E H. 
证 计算 


sA 一 和 一 2A, a) a 


la,a) 
用 HH" 表示 于 中 非 零 元 素 组 成 的 乘法 群 . 


一 从 2c aa + ah))a =— aìa. [L] 
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引 理 2. 42 设 G 是 H' 的 偶 阶 有 限 子 群 ,而 G 线性 地 张 成 H， 
那么 G 是 H 上 的 根系 . 

证 设 X€EG, 那 么 X 一 1 对 某 个 正 整数 x, 于 是 | 二 1, 因此 4 
|=1.A=A27 EG. 如 果 双 =1, 那 么 人 一 人, 因此 1 一 和 于 是 只 有 一 1 
这 一 个 四 元 数 的 阶 等 于 2. 因为 每 个 偶 阶 群 都 有 2 阶 元 ,所 以 一 1E 
G. 因此 ,如 果 wcEG, 那 么 一 wxEG. 又 因为 G 中 元 素 的 范 数 都 等 于 
1, 所 以 G 适合 根系 的 性 质 (R1). 设 ACG. IBZ s,Q) = — ala E 
G, 这 就 是 说 G 也 适合 (R2). 因 假定 了 G 线性 地 张 成 下 ,所 以 C 也 
适合 (CR3) ,因此 G 是 再 上 的 根系 . 口 


因为 标 数 图 TCH,) 中 有 一 条 边 标的 数 是 5, 如 果 有 有 限 反 射 
RW CCA) A Coxeter 图 ,那么 这 个 群 一 定 有 两 个 基础 反射 ,它们 
的 积 是 5 阶 的 ,因而 确定 这 两 个 基础 反射 的 基础 根 的 夹 角 是 二 弧度 
的 角 . 这 建议 引进 
x 14+ 75. 


a = COS 5 4 
不 难 验证 
2a 一 26 十 1,4a’ = 2a + 1,46? 一 一 26 十 1. 
利用 这 三 个 式 子 可 以 证 明 a 十 去 i 十 5j 是 范 数 等 于 1 的 四 元 数 . 设 O 


b = cos 


ax _ z1i+v5 
5 4 ` 


是 由 1 pO +i+j+2) at itoj 这 三 个 范 数 等 于 1 的 四 元 数 经 
坐标 的 偶 置 换 和 改变 任意 个 坐标 的 符号 而 得 到 的 四 元 数 集合 . 那 
2 @ 中 四 元 数 的 范 数 都 等 于 1. 可 以 机 械 地 验证 D 是 120 阶 群 ( 习 
题 2.25). 因此 根据 引 理 2. 42,0 BH 中 的 根系 . 不 难 证 明 @ 不 可 
约 . 令 WD) = (sla E D). ATE FE 2. 34,W (GB) 的 Coxeter 图 只 可 
能 是 TCA), CB) ODOM CCH) Z—. Ans Bas Dn 的 根 的 个 数 
Sy wl 4-90, 32,24, M | P| = 120, Ak WO) AY Coxeter Mab I 
(HORT. 把 这 个 有 限 反 射 群 记 作 H, 当然 也 可 以 证 明 


B-E ”有限 反射 群 的 分 类 107 


a, <a — Fit bj, a =—at+ sit bj, 


a =L 
3 2 

ki DO AGRA RA POT — EAE W (®) AY Coxeter 
图 是 TC(H,). 

仍 根据 系 理 2. 36, 也 有 不 可 约 有 限 反 射 群 以 CA EA EY 
Coxeter 图 . 把 这 个 群 记 作 H. 

在 2.1 节 中 例 2. 1 一 例 2. 4 里 ,已 经 算出 了 不 可 约 有 限 反 射 群 1 
(m) MEI) , A, n1) ,Bn 宇 2),D,(n 宇 3) 的 阶 .但 还 要 计算 Es, 
Er, Es, Fo H HAR. 这 和 需要 做 些 准备 . 


+bj— aj, a =— + —aitbk (2-19) 


引 理 2.43 ” 设 G 是 作用 在 有 限 集 和 上 的 置换 群 , 而 zxEX. 令 
GCz=({ozioEG), 即 Gz 是 z 的 G- 轨 道 , 再 令 C.=(cEGlc.z 一 
aye c EG 中 的 稳定 子 群 ,那么 |G|= Gr] |G] Ci. 


这 个 引 理 的 证 明 留 给 读者 (习题 2. 27). 

设 W 是 个 不 可 约 有 限 反 射 群 . 根据 命题 2.10,W 可 以 看 作 是 
作用 在 它 的 根系 BB LH BRA. 如 果 能 够 选 一 个 落 在 W 的 基本 
域 刀 里 的 根 a, 根 据 命题 2. 28,a 在 W 中 的 稳定 子 群 W,。 由 把 a 保 
持 不 变 的 基础 反射 生成 ,只 要 在 每 个 具体 情形 算出 a 的 W- 轨 道 长 
和 三 .的 阶 , 那 么 根据 引 理 2. 43, |W | 就 等 于 这 两 个 数 的 积 . 

下 面 这 个 引 理 有 助 于 确定 不 可 约 根 系 多 在 W 的 作用 下 ,分 
成 怎样 一 些 W- 轨 道 . 


引 理 2. 44 (a) Mm BAK (Cm) (m 宇 3) 的 根系 
DMD ÆA ICm)- 轨 道 ;如 果 m 是 偶数 ,就 分 成 两 条 TCmm)- 
轨道 . 

(b) 设 是 不 可 约 根 系 ,4 是 它 的 一 个 基础 根系 ,a,BE A， 
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(Casa) = (8,8). 如 果 在 有 限 反 射 群 W= (sala € A) 的 Coxeter 图 
TC(W) 中 ,相应 a 和 8B 的 顶点 有 边 相 连 ,而 边 上 标的 数 是 3 或 5, 那 
么 a 和 8B 属于 同一 条 W- 轨 道 . 


这 个 引 理 的 证 明 也 留 给 读者 (习题 2. 28). 

现在 用 上 面 介 绍 的 方法 来 计算 FN. 沿用 前 面 关 于 Ff 的 在 
在 性 的 证 明 中 的 记号 和 结论 .已 经 列 出 也 的 根系 OCE) 
(2-14)), 它 由 24 个 长 为 V2 的 根 和 24 个 长 为 1 的 根 组 成 ,也 列 出 了 
$B(F,) 的 一 组 基础 根系 ACF CW (2-15)). ATE, OCF) AB 
a 二 &@ 十 es ED, 它 的 长 等 于 V2. 因 为 中 的 元 素 都 是 正 交 变 换 ， 
所 以 不 改变 根 的 长 ,因此 “的 -轨道 中 的 根 的 长 都 等 于 V2. 根 
据 系 理 2. 16, 任 一 长 为 V2 的 根 都 可 以 用 下 中 的 元 素 把 它 变 到 
A(F,) 中 去 ,而 根据 引 理 2. 44,ACF,) 中 两 个 长 为 V2 的 根 a 二 es 一 
e 和 ww 一 6 一 6 属于 同一 条 -轨道 . 因此 B(F,) 中 24 个 长 根 组 成 一 
个 F- 轨 道 , 即 a 的 Fe 轨道 的 轨道 长 等 于 24. 另 一 方面 , (a&,a) 关 
0, (ayaz) 一 (aas) 一 (aa) 一 0. 因 此 (5 一 (Sa, s Sa, 95a, )- 于 是 (F,); 
的 Coxeter 图 就 是 (Bs;), 所 以 (F,); 二 B;. 从 例 2. 3 知道 1B, | 二 48， 
因此 |F,|=24. 48=1152=27,3?. 

再 来 计算 E6,Ei,Es 的 阶 .前 面 在 证 明 Es 的 存在 性 时 ,已 经 列 
出 了 Es 的 根系 BCEs)( 见 (2-16)) 和 一 组 基础 根系 ACE) CW 
(2-17) 式 ) ,下 面 再 列 出 有 和 Ei: 的 根系 和 基础 根系 来 . 

沿用 前 面 证 明 Es 的 存在 性 时 的 记号 . 令 VV 表示 a GH=1,-, 
7) 在 Rs 中 张 成 的 子 空间 ,@(CEs) 中 一 共有 126 个 根 落 在 了 中 ,它们 
是 

士 6 土 si(1 委 :<J/ 委 6)， 土 (e 一 ss)， 


+ +, 一 & + 5 £ &), (2-20) 
其 中 求 和 号 中 负 号 的 个 数 是 奇数 . 可 以 证 明 , 它 们 组 成 V 中 的 一 
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个 根系 (习题 2. 29) ,以 
{Asaz s Oy Ay Qs, Ae yA} (2-21) 
为 一 组 基础 根系 ,W 二 《4S。1i 二 1,… ,7) 的 Coxeter 图 就 是 (Ei)， 
因此 W 就 是 E;, (2-20) 式 是 DE), (2-2D KE AE). 
FES VRR ai(i 二 1,…,6) 张 成 的 子 空间 ,BC(Es) 中 一 共有 72 
个 根 落 在 Ve 中 ,它们 是 


5 
tetol i<j<H), ie -s+ Di te), 
i=l 


(2-22) 
其 中 求 和 号 里 负 号 的 个 数 是 偶数 ,可 以 证 明 , 它 们 组 成 Ve 中 的 一 
个 根系 (习题 2. 30) ,以 
{Oy ,aa s A3 9 Q4 4 Q5 9 06) (2-23) 
为 一 组 基础 根系 ,W = 二 《S51i 一 1,…,6) 的 Coxeter 图 就 是 TCE). 
因此 这 个 W 就 是 E (2-22) RE BCE6),(2-23) 式 是 ACE。). 
现在 先 来 计算 EK. 用 系 理 2. 16 和 引 理 2. 44 可 以 证 明 ， 
OE.) 是 一 条 Es- 轨道, 而 CEs) PAAR a= Ce tetest et 
Es — E — E+E) ED, 因此 a 的 轨道 的 长 等 于 72. Al 4 (a,a,)A0, 
(@,a,) = (@,a,) =" = (a, a6) =0, FL CEs) ~ As» M | As | = 6157 
E | Eg| =61-+72=27+3*+5. 
再 来 计算 已 的 阶 . 和 E tE DENEA Et. i GCE) 
中 的 根 a=e,—e €E D. A 2 HY EE- 轨道 长 等 于 126, 可 以 验证 C2， 
a, 0, (G,a;) = 0,7= 25°57, A CE, a= De M | Ds |= 2°°61.F 
FE | E, | = 25-6126 = 210034567. 
再 来 计算 Es 的 阶 , 同 样 ,B(E;) 是 一 条 Es- 轨道 ,而 BC(Es) 中 的 
W ase te ED. AK a i Eo- 轨道 长 等 于 240. 可 以 验证 
(aa) =O0si= 1, °° 7, M (@, a) 40, A CESE FE IEs| = 
214.35527. 
最 后 来 计算 HM 五 ,的 阶 . 
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先 指出 Hof R* 中 正二 十 面体 的 合同 变换 群 ,因此 也 是 正 十 
二 面体 的 合同 变换 群 ,把 后 者 记 作 W. 正二 十 面体 有 20 张 面 ,都 是 
正三 角形 ,30 条 边 ,12 个 顶点 . 设 正二 十 面体 的 中 心 在 坐标 原点 , 它 
的 12 个 顶点 两 两 对 中 心 对 称 , 以 两 个 对 称 的 顶点 为 轴 可 以 作 笃 ， 


4r 


ET BEEE XER = 24 ER, CREW 


中 的 元 素 ,30 条 边 也 两 两 对 中 心 对 称 , 以 两 条 对 称 边 的 中 点 的 联 线 
为 轴 作 x 弧度 的 旋转 ,这 一 共 得 到 15 个 W 中 的 元 素 . 20 张 面 也 两 
两 对 中 心 对 称 ,以 两 张 对 称 面 的 中 点 的 联 线 为 轴 , 作 等, 等 弧 度 的 
旋转 ,这 又 得 2.10= 王 20 个 克 中 的 元 素 . 连同 单位 变换 ,W 中 一 共 
有 24 十 15 十 20 十 1=60 个 旋转 ,它们 组 成 W HATE W.. Kw 
AW 中 的 一 个 旋转 ,w 一 定 把 一 个 给 定 的 顶点 4 变 到 20 个 顶点 
之 一 , 设 为 4 ,那么 ww 就 将 与 4 有 边 相 连 的 一 个 顶点 B 变 到 与 4 
有 边 相 连 的 三 个 顶点 之 一 , 设 为 B', 如 果 知 道 w(4)=A4'， 
w(B)=B' ,那么 ww 就 完全 被 确定 了 . 因此 w 最 多 有 20.3 二 60 个 可 
能 . 这 证 明了 Wor W 中 所 有 旋转 组 成 .但 W 中 还 有 反射 ,以 任何 
一 对 对 称 边 中 点 的 联 线 的 垂直 平分 面 为 反射 平面 的 反射 也 是 W 
中 的 元 素 ,这 样 W 就 有 15 个 反射 ,因此 Wo 是 W 的 真子 群 ,所 以 
|W | =2|W.|=120. W 由 这 15 个 反射 生成 ,证 明 留 给 读者 (习题 
2. 31) ,不 难 证 明 W 不 可 约 .根据 不 可 约 反射 群 的 分 类 定理 , 秩 是 3 
的 不 可 约 反射 群 只 有 As B40 Hi EA |A |= 24, |B| =48, AR 
WA,,B;, Al W=H;, 864 |H;|=120=23+3-5. 

再 来 计算 HAO WY. REA. 16 和 引 理 2. 44 可 知 WAR 
$B (H,) 是 一 条 号 -轨道 . 从 前 面 对 HA BE BT RE 
IOCH.) | =120, th MH RE OCH). ACH, = {a s az, az, ag} ( 见 2- 
19) 式 ,而 (ho) 二 (k, a) = (k, a) =0, (hoa, £0. 根据 命题 2. 28, 
(Hada (se 950, 2Sa, ) ,从 Hl H.h} Coxeter 图 可 以 看 出 (so +50, 2Sa? 
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>H. Alt |H, | =120-120=14400= 2° +3? «52. 


TE + atk 正 十 二 面体 
图 2-5 正二 十 面体 和 正 十 二 面体 


到 这 里 为 止 已 经 算出 了 所 有 不 可 约 有 限 反 射 群 的 阶 ,把 它们 
列 成 一 张 表 (如 表 2-1 所 示 ). 
表 2-1 不 可 约 有 限 反 射 群 的 阶 和 根 的 个 数 


群 Iw I®| 
An — (a+1)! n(n+1) 
Bq 2" en! 2n? 
D, ar len! 2n(n— 1) 
Es | 2703405 72 
Er 2102340507 126 
E; 21435+5207 240 
Fy 2763? 48 
H; 23.3.5 30 
Ay, 26 +32 652 120 
Ilm) -+ 2m 12 


也 已 经 算出 了 不 可 约 有 限 反 射 群 的 根系 和 一 组 基础 根系 CH， 
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的 根系 见习 题 2. 26) 现 在 把 基础 根系 列表 (如 表 2-2 所 示 ) 


表 2-2 不 可 约 有 限 反 射 群 的 基础 根系 


一 


基础 根系 


a; = E; — E; (Sin) 


a= E; — 641 1Sixn—1) » Qnr 一 En 


a= 8 — 64, 0Sisn—1), an = En F En 


了 
a= Ce Dete), az= tE, q;= E1 — E 2 (8X16) 


7 
a= sla Zete), az= 1+ Ez, a =F; — E2 (3 XiT) 


7 
a= dete), a2 一 5E1 十 cz， ai= €;~1— E- (318) 


1 
qe 831 A2=E3— Eqs A3= Eqs HT 《el 一 ez 一 63 一 654) 


1 
Hy; ay (ay 2 sb), az ¢ arb), ass= (+b, a) 
i i 
H, a= (ar =+ ,b,0), ar=(—a,Ż,b,0), a= (Fb, 040), a=, 


—a,0,b) 


Iz@n)| a= (1,0), a2=(—cosx/m, sinn/m) 


CRE 


§ 2. 


< 是 一 组 标准 正 交 基 ,a= + M5)/4, 5=( 一 1+ V5 )/4) 
8 晶体 群 ,晶体 根系 ,weyl 群 
设立 是 =” 维 欧 氏 空间 ,也 是 Y 的 子 集 . 如果 工 包 含 V 的 一 组 


基 , 璧 如 站,…… ,使 得 也 一 Zhi 十 … 十 ZN ,LL 就 叫做 V 中 的 一 个 
格 . 设 G 是 OV) 的 一 个 子 群 ,如 果 V 有 一 个 格 工 使 得 sLCL,V o 


EG, 


大 多 


G 就 叫 晶体 群 ,这 个 名 字 来 源 于 结晶 学 ,在 这 里 不 详细 说 明 ， 
数 有 限 反射 群 都 是 晶体 群 . 


例 2. 2( 续 5) 4,,n 宇 1, 令 
L 一 Za, + see + Za, + Ze, + re + Ent) 
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其 中 a =e, ez, t, a, = En — Eng ee B(A4,) 的 一 组 基础 根系 . 因此 

Qs ae 十 … 十 e+ 是 及 :的 一 组 基 , 而 艺 是 R… 中 的 格 . 显然 

A, 中 任 一 元 素 都 把 e 十 … 十 e+i 保 持 不 动 . 经 简单 计算 可 以 证 明 
Se- (ei — S41) 一 6 一 e+i; 如 果 j 关 1 一 1,iyi 十 1， 


(Gj, — &) =F) — En = (el e) + (€& 一 e+l)， 


Se 一 
OS 


See, Ei — €41) =— (E — Ei) s 
See (Et 一 Ei) 一 6 一 64 一 《8 — E41) + CE 一 Ee). 


因 为 A,= (See, |i=1,… yn) ,所 以 wLCL,YV wE A,. 因此 A, 是 
晶体 群 . O 


例 2. 3( 续 5)”B,,n 之 2. $ 
L = Ze, + Ze = Za, + ++ + Za,» 
而 wm 一 6 一 ea = En 1 — En = En SE @B(B,) 的 一 组 基础 根系 . 
容易 证 明 s LOL, i=1; sn, At wLCL,Y wE B, 所 以 B, Jih 
体 群 . C 


例 2.4 ( 续 5) D,,n 之 4. 令 
L= Za, 十 … + Za, 
= Z(e, — €,) + ++ + lEn — &) + 2-1 + &) 
= {x€ 十 … + Lren le +o + x, = 0Gmod2)}, 
则 工 是 Row 中 的 格 .不 难 证 明 ssLCL,i 二 1,…,n, 因 此 wLCL. 所 
以 D, 是 晶体 群 . 0 


但 是 并 不 是 所 有 有 限 反射 群 都 是 晶体 群 .下面 的 定理 解答 了 
什么 样 的 有 限 反 射 群 是 晶体 群 . 


命题 2. 45 设 W 是 切实 地 作用 在 x 维 欧 氏 空间 V 上 的 有 限 
反射 群 ,A 是 W 的 一 组 基础 根系 .W 是 蝇 体 群 的 必要 充分 条 件 是 : 
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m(a,P)=2,3,4M6,V a, BE A M ÆR. 

证 AA UREN TERA. i a PEAT Ap. & P=RORE. 
BA PRE V=POP:,PLCH,. He AY sase 把 P+ 中 每 
个 向 量 都 保持 不 变 , 于 是 sese 可 看 作 欧 氏 平 面 中 的 旋转 . 因为 sass 


的 阶 等 于 m Ca BD ,所 以 was HE PED ARE BE fa f Ne 


转 . 可 设 对 于 PP 的 一 组 标准 正 交 基 suse 的 矩阵 是 


2n 


cos -一 -一  — sin 
m(a,fp) 


2T 
m(a,f) 
n2 cos — 2 

m(a,f) m(a,f) 


T => 
si 
于 是 
TrS.Ss 一 Tr(sese)|p +H TrCsasg) lpt ~= TrT + (n — 2) 


_ _ 2K _ 
= 2cos ma, B) +n— 2. (2-24) 


因为 假定 了 W 是 晶体 群 , 所 以 了 有 一 个 格 工 使 得 wLCL,V wE 
W. i L=ZA, + +ZA, 3X B Ayo ttt A 是 V 的 一 组 基 , 那 么 对 于 站 
的 基 A; sore s Àn s Sa5p 的 矩阵 的 矩阵 元 都 是 整数 . 因此 Trsasp 是 整数 ， 


从 (2-24) 式 推出 cos 元 中 历 是 半 整 数 ,但 是 m(a,B)#1 ,所 以 


2r _ Logt 
cos Ta B) 一 1, 7 ORT 


因此 相应 的 m(a,B)=2,3,4, KE. 

条 件 充分 性 的 证 明 , 设 m(a,B) 二 2,3,4, 或 6,V a,b EA a% 
b. 只 要 对 不 可 约 有 限 反射 群 丈 来 证 明 条 件 的 充分 性 就 够 了 . 这 时 
A 也 是 不 可 约 的 ,W 的 Coxeter 图 T(W) 是 裸 标 数 树 , 因 此 可 以 排 
FARK a. AREER CW) PETER a> lL BA 
ay HERR PHT AEE —TA OE. 

再 来 定义 a =a 0, = 0,0, (a, ya 都 过 0), 使 得 它们 具 
有 性 质 ;Y 1Si<j<n. 4 TOW) PULA a 和 a 有 边 相连 时 ， 
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Casa) NFR m(a;,a;) = 25 
(a,,a,) = 4 2(a,,a,), MR m(a,,a;) = 3; (2-25) 
3 (a; 4) WSR m(a;,a;) = 6. 
首先 , 令 a=, Bl al MEK 4 之 1, 并 假定 已 经 定义 了 a= 
Oo 一 Ca a> OFF AV SiG rO PTR 
a Al a, 有 边 相 连 时 , (2-25) 式 成 立 . 再 来 定义 qiti = ari me. 设 
CW) PRY ap A a Sik) A. 根据 假设 ,ai 被 ys HE 
一 确定 ,那么 确定 一 个 aay 0 ME ey Oe Oe EAT 
(@;,a,), MR ma, 41) = 23 
Carys) = 2C@ ,4@) R m(a;,G 41) = 3; 
3(a,,4;), UFR m(a;,a4,) = 6. 
那么 根据 数学 归纳 法 ,可 以 定义 a = ayy t = ane, (CN 
a0) ,使 它们 具有 前 面 所 说 的 性 质 . 


& L=Za, 十 … 十 Za 来 证 明 wLOL,V wew. Aw ss. | 
二 1,…,n) ,只 要 证 明 sosoLCL,VY i 一 1,…,n 就 可 以 了 .如果 在 
TW) PRAWNA a 和 a 为 端点 ,那么 (ai,@)= 二 0, 于 是 56 (oo 一 
,因此 so Cd a) = a 再 设 TCW) 中 有 以 和 os 为 端点 的 边 , 那 么 
Cara) £0. 根据 系 理 2.11(a,a) 过 0. 分 下 面 两 个 情形 来 讨论 . 

Ci) i>e. 这 时 


an >) 


(aya) = [ 


seep Cede GRIE Sete o HENRI. 和 在 条 件 的 必要 性 证 明 中 一 
样 , 令 忆 =Rw 十 Ross 在 已 上 的 限制 就 是 已 中 绕 原 点 转 


一 -一 一 弧度 角 的 旋转 . 设 9 是 a 和 a 的 夹 角 ， 由 (a,@) 过 0 及 


J (Caso) 9 


we a,) 
+- ay th <0<n. 那么 x 一 0 就 是 反射 超 平面 HAM 五 ,的 夹 


Moro 因此 ， =2(n— 0), FÆ 0=nr— 


wa a) 
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ud 
m (a; a) 


= 


。 因为 ai,am) 关 0, 所 以 m(ai,Q4) 只 能 等 于 3,4,6. 那么 相应 


的 0 的 值 就 是 距 , ST, gr ty cose 的 值 就 是 一 十, 一 2， 


2 
-È ,因此 cosb 一 一 mee 1%) 12. 但 是 


sg = (a; 5) 
CoS = Capa) E a a E? 
所 以 
/ 
2(a;,a,) 一 一 pew] ESCEA = (a, a). 
因此 
, , ， 2(a,w) ， 
Se (a) =S, (a) = & 一 are 
=a +a E L. 
Ciid i<Zk. 这 时 
(aa) = [PE] Cal, a). 
同 理 
S, aC) = a, + ea EL. 口 


命题 2. 45 有 下 面 这 个 重要 的 推论 . 


定理 2. 46 不 可 约 有 限 反 射 群 里 , A, (n 之 1),B, (nn 之 2)， 
D,(n 宇 4) , Es, E7, Es,F,,G, 二 1.(6) 是 晶体 群 ,而 且 只 有 它们 是 晶 
体 群 . 

证 逐个 检查 不 可 约 有 限 反 射 群 是 否 满足 命题 2. 45 中 晶体 群 
的 必要 充分 条 件 , 可 知 A 五 ,都 不 是 晶体 群 , 当 x 隆 3,4 和 6 时 ， 
1, lm) 也 不 是 晶体 群 ,而 其 余 的 都 是 晶体 群 . 显然 I;(3) 二 4， 
1, (4) B. HHE LEE Gi, 这 就 证 明了 定理 2. 46. 口 
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KP en EM RSA V 中 的 根系 ,如 果 @ 还 满足 以 下 性 质 : 


2(Ca,8) 
(R4) (BB) EZ,V a, pee, 


P 就 叫 晶体 根系 .2(a,B)/(B,B) 这 些 整数 叫 Cartan 整数 . 

例 2. 2 一 例 2. 4( 续 ) 中 列 出 的 DCAD (nS 1), DB, (nS2), 
PD) ln 之 4) 都 是 晶体 根系 .上 节 列 出 的 更 (五 ) (2 一 6,7,8) 和 
OF, RE. 

例 2. 5 设 El1yE2 ,6 是 R: 一 组 标准 正 交 基 . 令 

V = {xe F T 十 zaes|zl + x, +4, = 0}, 
而 @ 是 VN 站 (Zei 十 Zes 十 Zes) 中 长 为 2 和 6 的 向 量 之 集 ,可 以 证 明 
@=(+ CEPI ESEE EE; U {£ 2e; — €; — & | {is 7k} 
= ({1,2,3}}, 
PEV 中 的 晶体 根系 ,18B| 二 12, 而 


A= {a = & — 6,% =— 2, + & + E) 
是 一 组 基础 根系 . 更 进一步 还 可 以 证 明 W= ola EPA 7,(6) 同 
构 . LJ 


命题 2. 47 KORA. W= (sac $B) 是 晶体 群 ,那么 可 以 
把 更 中 的 根 各 乘 以 适当 的 非 零 实数 倍 , 就 得 到 晶体 根系 . 

证 只 要 对 于 不 可 约 的 根系 @ 来 证 明 就 行 了 . 设 A 是 $B 的 一 
组 基础 根系 ,那么 A 也 是 不 可 约 的 ,W 也 是 不 可 约 的 ,W 的 
Coxeter 图 是 棵 标 数 树 . 和 命题 2. 45 的 证 明 中 一 样 ,可 以 排列 A 的 
根 成 a, ABER: BTA a(>DRA Asner ,Q4-1 这 些 顶 
点 中 的 一 个 而 且 是 唯一 的 一 个 有 边 相 连 . SE a = aya, (EG 
《a ,2) 二 1, 再 和 定理 2. 45 的 证 明 中 一 样 来 定义 Oy = a703 yao 一 
aa Cazan H>0) ,使 它们 具有 性 质 :Y 1<i<j<n,4 TW) 
顶点 w 和 a, 有 边 相 连 时 ， 

(a,,a,), MF m(a,,0;) = 3; 
(a@,,a;) = [isi m(a;,a;) = 4; 
3(@;.@;), MFR m(a;,a;) = 6. 
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把 这 样 得 到 的 根 集 记 作 A’. 显然 ,如 果 w 和 a; 在 Coxeter 图 PCW) 
中 有 一 串 不 标 数 ( 或 标 数 3) 的 边 相 连 ,那么 (a,a)== (Qj,a). 如 果 


a 和 a, 有 一 条 标 数 为 m BY UAE WBZ Cai.) = [E] (aja) ,或 


Cajsa) = [F] a). 因此 对 于 A, n21), D, (n24), E, (n=6,7, 
8), 这 样 定义 的 A 中 的 向 量 的 长 都 等 于 1. 对 于 B, a2), FM Gz, 
人 中 的 向 量 的 长 的 平方 都 取 两 个 值 ; 对 于 B, nS Al F,, 这 两 个 
值 是 1 和 2; 对 于 Gi, 这 两 个 值 是 1 和 3. 如 果 把 Ca,a) 标 在 W 的 
Coxeter 图 中 代表 a 的 顶点 的 下 面 ,就 得 到 图 2-6 所 示 。 


Anl) eee 
1 


B,(n=2) 


Dain 4) 


1 
Es | 


E | 


一 -一 一 一 一 一 一 一 "一 一 


-一 一 一 一 一 一 一 一 一 


图 2-6 
对 于 7YE5G6, 根 据 系 理 2.16, 有 zwE 了 多 使 zwyE4 设 wy 一 wy, 那 
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LEXY =al, FERO ,7) 一 (&sa) 和 wy 一 @. 从 WCOCV) 可 
以 推出 这 个 定义 是 合理 的 . S 一 (X17YE 8B}. OR P 是 根系 而 以 
A 为 基础 根系 . 还 要 证 明 多 是 晶体 根系 . 先 证 明 

2 ELN a BEM. 
H d 二 PB 时 ,这 是 显然 的 . 设 a 关 PB', 令 9 为 a 和 Pp 的 夹 角 ,那么 
szsg 在 P 一 Ra 十 RB' 上 的 限制 就 是 个 转 2(x 一 9) 弧度 角 的 旋转 ,而 
在 P+ 上 限制 为 单位 上 映射.m《e ,PB') 一 mla,B) 是 Susp 二 sasp 的 阶 ， 
因此 


au _ xX 
maB = Te eo 


和 命题 2. 45 的 证 明 一 样 ,可 以 推出 
[2P] 


cos 一 一 ， 


但 是 
(w ,P') 

(a ,a YP Bry?” 

当 al HE BATE LOTR P= Pd ,w ), 于 是 
2(B' a) 2B8 ,ww ) pma) 
Oa) E, R pyre 2 

当 pte d ZKR E OLP a) FR 

2(B' a) _ I(B ,w) ma Baa 
od) rd BB 2 T TTD EL 
HK EYED ,那么 有 wEW 和 EA 使 7 二 wai. 将 ww 表 

成 基础 反射 之 积 wss, C: 都 是 基础 反射 ), 对 于 7 作 归 纳 可 以 

TEAR YAAR aa, 的 整 系数 线性 组 合 . 

最 后 ;对 任意 7Y,HEgGB, 有 wEW 使 w7YEA ,把 wd RM 

w = D ned ,那么 

2(7’ ,0') 2(wY' wò’ ) _ 2(wY' ,a ) 
Yo) Cw wi) Dm Ga wry © Z 


wea 


cos? = 


一 一 1 E 2Z. 
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因此 多 适合 (R4), 所 以 B' 是 晶体 根系 . 


在 命题 2, 47 的 证 明 中 ,证 明了 下 面 这 个 重要 事实 . 


系 理 2. 48 设 @ 是 晶体 根系 ,而 A 是 它 的 一 组 基础 根系 . 那 
么 任 一 7YE@ 都 可 以 表 成 4 中 根 的 整 系数 线性 组 合 ,系数 或 者 都 
FESO BM. RA BEKO BR. O 


从 定理 2. ATO UE EAE WB, (nS 2), FA CLARA © 
发 ,得 到 的 晶体 根系 名 中 的 根 的 长 有 两 个 值 , 根 长 取 小 的 那个 值 
的 根 叫 短 根 , 根 长 取 大 的 那个 值 的 根 叫 长 根 . 

定理 2. 47 中 画 出 的 那些 顶点 注 了 数 的 Coxeter 图 ,叫做 相应 
Ay) dh AR A 09 A. 

EOMV EMT RARA MURA -TRH GOV, AER 
(g(a) AB =cla, PV a, BED ELH c 是 一 个 不 依赖 于 a 和 8B 
的 常数 ,就 说 盏 和 更 相似 ,而 c 叫 相似 因子 . 当 c=1H ME OD fo 
下 合同 . 若 要 确定 所 有 的 两 两 不 相似 的 晶体 根系 ,只 要 确定 两 两 
不 相似 的 不 可 约 晶体 根系 就 行 了 . 检查 定理 命题 2. 47h hE PH P 
出 的 晶体 根系 的 图 ,就 会 发 现 


6 6 


和 —— 
代表 相似 的 晶体 根系 (实际 是 合同 的 晶体 根系 )， 
以 及 

。 . 和 +... 


也 一 样 . 但 是 当 "之 3 时 ， 


确 是 不 相似 晶体 根系 的 图 ,因为 左 方 那个 图 代表 的 晶体 根系 的 基 
础 根系 里 有 一 1 个 长 为 1 的 根 和 1 个 长 为 V2 的 根 ,而 右 方 那个 图 
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代表 的 晶体 根系 的 基础 根系 里 有 ”一 1 个 长 为 V 2 的 根 1 个 长 为 1 
的 根 . 把 前 者 记 作 C,, 而 把 后 者 记 为 B, 通常 用 Dynkin 图 来 代表 
不 可 约 唱 体 根系 ;只 要 在 晶体 根系 的 图 中 把 边 上 标的 数 取 消 , 而 用 
双边 一 一 代替 标 了 4 的 边 , 用 三 边 = 代替 标 了 6 的 边 , 也 把 顶 
点 上 注 的 长 度 平方 取消 ,而 在 双边 或 三 双 上 标 上 个 箭头 指向 短 根 ， 
就 得 到 Dynkin 图 . 


定理 2. 49 不 可 约 晶 体 根系 的 Dynkin 图 有 且 只 有 下 面 这 些 : 


An (nm 之 1) 
B, (n22) o o o- o o = 
C, (n= 2) o o ono o<t 


D, (n>4) < 


b | 


Es o o o 


F, 。 < 
Gz . (== 
图 2-7 不 可 约 唱 体 根系 的 dynkin 图 

注意 ;用 A 这 一 个 符号 既 代 表 不 可 约 有 限 反 射 群 4A, ,又 代表 
FE OA, 的 晶体 根系 等 等 . 但 是 ,晶体 根系 C, 也 是 不 可 约 有 限 反 射 群 
B, 的 晶体 根系 . 

例 2. 2( 续 1) 一 例 2. 4( 续 1) 中 列 出 的 根系 DCA) (nn 之 1)， 
D(B,) (n=2), BCD,) (mn 之 4) 都 是 晶体 根系 ,再 具体 列 出 晶体 根系 
C, (n22). 
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例 2. 6 设 Elst En 是 R” 的 一 组 标准 正 交 基 mse. 令 
C= {+ EENI Kj Sn) U(+2€i/1l Sign}. 
可 以 证 明 C,(n 之 2) 是 晶体 根系 ,由 2x ARI 2e M2n(n— dA 
得 根 士 (e 士 e) 组 成 ,而 
ACCA) = {a 5 E — Ez, ttt yap) 5 Eni S Ensa 5 2E) 

是 C, 的 一 组 基础 根系 . 显然 ,W C) =W (B,). 

an AAA © 按 命题 2.10 所 定义 的 有 限 反 射 群 W= Sla ©) 
HH Weyl 群 . 


定理 2. 50 A, (n©1), B, (a2), D, (n4), E, (n=6,7,8), 
F,G: 都 是 不 可 约 Weyl 群 ,而 不 可 约 Weyl 群 只 有 这 些 . 

证 根据 定理 2. 49 ,不 可 约 晶体 根系 只 有 4,(n 之 1),B,(n 之 
2) ,Cn 宇 2) , D, (n24) ,En 一 6,7,8) FG, mene CHA 
限 反射 群 分 别 是 A, (n> 1), B, (n> 2), B, (nS 2),D, (n24), 
E,(n=6,7,8),F,,G;. CJ 


晶体 根系 @ 中 的 根 的 整 系数 线性 组 合 的 全 体 组 成 一 个 格 , 叫 
MURA IE LCD). 


命题 2. S1 ”晶体 根系 $B 所 定义 的 Weyl RW 中 任 一 元 素 都 
把 根 格 L(@) 变 到 自己 .因此 Weyl 群 都 是 晶体 群 . 反 过 来 ,晶体 群 
也 都 是 Weyl 群 . 


证 OBR MUZE EZ,y a PES. 因此 


s.(B) = B— Pg E€ LÐ). 


W= (saleE D), ELA w(HEL(®).V wEW, RED. BA wlL HC 
L(D), Y wE W. At W 是 晶体 群 

反 过 来 , 设 W 是 晶体 群 , 根 据 命题 2. 47,W 有 晶体 根系 ,因此 
W 是 Weyl #. 口 
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注 记 “实际 上 也 定 出 了 有 理 数 域 Q 上 的 切实 地 作用 在 Q 上 
有 限 维 向 量 空间 Y 上 的 所 有 有 限 反 射 群 . 这 只 要 在 不 可 约 有 限 实 
反射 群 中 挑选 出 那些 有 限 有 理 反射 群 就 行 了 . 利用 命题 2. 45 的 条 
件 必要 性 的 证 明 中 (2-24) 式 是 有 理 数 这 一 事实 即 可 推出 


命题 2. 52 RW 是 切实 地 作用 在 维 欧 氏 空间 V 上 的 有 限 
有 理 反 射 群 ,A 是 WW 的 一 组 基础 根系 . 那么 m(a,8)=2,3,4,mK6. 
Y a, BE A Ti ap. O 


因此 ,要 找 不 可 约 有 限 有 理 反 射 群 , 只 要 到 不 可 约 晶 体 群 中 去 
找 就 行 了 . 根据 定理 2. 46, 不 可 约 晶 体 群 只 有 A, nS 1), B, nS 
2), Da a24) , Es, Er, Eg, Fy G: 一 已 (6) ,而 它们 都 是 有 理 的 . 因此 
有 

定理 2. 53 A, (n> 1), B, a22), D, n24), Eş, Er, Es, Fas 
G,=1,(6) BFE A TAA PB A BT APAA BRB i 
群 一 定 是 它们 中 的 一 个 . 口 


§2.9 习题 
2.1 EV 是 及 上 的 n SE [a] EZ (BY eo ,é, Al Eee 是 V 的 两 组 基 ， 


HB Uren R EEV ENER 
E = xe fo +a = TE bee $28, 
9 = yiel 十 … + ye = Mier 十 … 十 ysen， 
这 里 Lart Ta TT YY yy ER. 定义 
(6,9) = ay toe + tres ED = Ty 十 十 nYa» 
TERA CE.) = EV EEV 4 A GEEZER. 
2.2 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ,U 是 V 的 子 空间 ,定义 
Ui= {7 EVIE,N =0,VEEU}. 
TERR: (a) U+ 是 V 的 子 空间 ; 
(b) V=UQU!; 
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(c) (U+)t =u. 

2.3 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ,Gi 和 Gz 是 OC(V) 的 子 群 .假定 Gi 和 Gi 在 
GL(V) PSESE. HERA Gl 和 GFE ONV PE SE. 

2.4 证 明 引 理 2. 4. 

2.5 (a) 设 和 6 是 欧 氏 平面 R* 的 一 组 标准 正 交 基 ,7T 是 R: 中 绕 坐 标 
原点 作 0 角 的 旋转 . 设 ECR IE EM TE DIER E= re Hare ,Te 二 Tiel 十 
zzez. 证明， 

x, = x,cos 0 一 zzsin 6, 
x, = xsin f + xos l. 

(b) 设 y=tan 0x1 —5 <0< > fb R: 中 一 条 直线 ,oo 是 以 这 条 直线 为 
反射 直线 的 反射 . 设 ECR? HEE AM os Sp HIP ML E= re, Haero = rie + 
x2€2. WAR: 

x, = x,cos 20 + x,sin 26, 
Ly = x,sin 26 一 x,cos 20. 
如 果 a 是 以 y 轴 为 反射 直线 的 反射 ,只 要 令 9 一 万 ,那么 上 式 也 成 立 . 

C) 设 4 和 是 R' 中 过 原点 的 两 条 直线 ,它们 的 夹 角 是 9,0<0<x. 用 a 
和 os 分 别 表 以 4 和 4 为 反射 直线 的 反射 .证 明 010: 是 绕 原点 转 29 角 的 旋转 . 

2.6 证明 由 两 个 生成 元 M so AE MER sisi = (5152)" 二 1 (m 之 3) 
所 定义 的 群 一 定 和 Ln) 

2.7 ”证明 1;(m),m 实 2 是 不 可 约 群 . 

2.8 证明 A, (x 之 1) 是 作用 在 le 十 … 十 6r1)+ 上 的 不 可 约 群 . BE A, 
中 的 反射 都 是 5S,+1 中 的 对 换 . 

2.9 ”详细 给 出 例 2. 3 中 各 个 断言 的 证 明 . 

2.10 详细 给 出 例 2. 4 中 各 个 断言 的 证 明 . 

2. 11 证 明 例 2. 1( 续 2) 一 例 2.4( 续 2) 中 列举 的 4(7a Cm)),A(A4,)， 
AC(B,) 和 ACD,) 分 别 是 BU, Gn)) OCA.) ,BCB,), 和 BCD,) 的 一 组 基础 根系 . 

2.12 设 根系 多 的 秩 等 于 2, 证 明 W(@) 是 二 面体 群 TCm) ,对 某 一 和 之 


2.13 设 4 是 根系 下 的 一 组 基础 根系 .证 明 {selcEA4} 的 任 一 真子 集 不 
EER WD). 
2.14 选 Ss+1 中 的 基础 反射 为 (1 ,2),(2,3),…, (n,n 十 1). 设 i€ (1，…， 
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ntl 如果 eG) Kii 就 叫 z 的 一 个 逆序 ,证 明 对 任意 XE Sr1,L《z) 等 于 道 序 
的 个 数 . 

2.15 ”在 替换 条 件 中 ,如 果 还 假定 w=sy…s, 是 w 的 既 约 表示 式 , 那 么 
结论 中 的 i 是 唯一 确定 的 . 

2. 16 ”对 于 例 2. 1( 续 2) 一 例 2. 4( 续 2) 中 列举 出 的 基础 根系 ACL Cm))， 
ACA.) + ACB.) ACD.) ,分 别 确定 Tp) Ans Bue Dn 的 最 长 元 素 ( 定 义 见 系 理 
2. 21). 

2.17 设 W 是 切实 作用 在 维 欧 氏 空间 上 的 有 限 反 射 群 ,证 明 W 的 最 
KER wo 的 任 一 既 约 表示 式 中 ,每 个 基础 反射 至 少 出 现 一 次 . 

2.18 证 明 命 题 2. 30. 

2.19 证 明 命题 2. 32.〈 提 示 : 设 标 数 图 的 顶点 集 S= ta ，… ,0,), 才 证明 
4= (一 cos ry/ma(awyai)) 定 正 , 这 需要 计算 4 的 主子 式 .为 了 避免 在 计算 中 2 出 
现在 分 母 里 ,可 以 去 计算 24 的 主子 式 . 先 对 (ICm)) 来 计算 .对 AL Br Ds 
和 已 , 当 n 宇 3 时 , 选 mw 是 只 和 另外 一 个 顶点 ( 选 为 mw- 有 边 相 连 的 顶点 . 再 
对 二 作 归 纳 法 来 计算 det 2A. 

2.20 详细 给 出 命题 2. 34 的 证 明 . 

2.21 证 明 A, 的 抛物 子 群 都 和 有 限 个 S 的 直 积 同 构 . 

2.22 证 明 引 理 2. 37. 

2.23 证 明 (2-14) 式 是 及 4 中 的 根系 ,(2-15) 式 是 它 的 基础 根系 . 

2.24 证 明 (2-16) 式 是 R: 中 的 根系 , (2-17) 式 是 它 的 基础 根系 ,并 证 明 
由 (2.16) 式 中 的 根 所 确定 的 反射 生成 的 群 的 Coxeter 图 就 是 (Es). 

2. 25 Be OWL AHHH at itoj REPOS thi 
偶 置 换 和 改变 任意 个 坐标 的 符号 而 得 到 的 四 元 数 集合 .证 明 瑟 以 四 元 数 乘 
法 为 运算 组 成 一 个 120 阶 的 群 ,因而 是 孔 中 的 根系 .再 证 明 @ 是 不 可 约 的 ,而 
且 多 以 (2-19) 式 为 一 组 基础 根系 . 最 后 再 仿照 的 存在 性 证 明 去 证 W($) 的 
Coxeter 图 是 (HH,). 

2.26 列举 出 态 ; 的 根系 和 一 组 基础 根系 . 

2.27 ”证明 引 理 2. 43. 

2.28 ”证明 引 理 2. 44. 

2.29 ”证 明 (2-20) 式 是 ;的 根系 ,(2-21) 式 是 一 组 基础 根系 . 

2.30 证 明 (2-22) 式 是 Es 的 根系 ,(2-23) 式 是 一 组 基础 根系 . 
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2.31 证 明 二 十 面体 的 对 称 变换 群 是 不 可 约 反射 群 . 

2.32 设 @ 是 不 可 约 根 系 .如果 @ 中 向 量 的 长 度 都 相等 ,那么 o 就 是 一 
个 W- 轨 道 ,这 里 W=W(@)= (slae D). 如 果 @ 有 两 种 长 度 的 根 ,那么 @ 是 
两 个 W- 轨 道 的 并 ,一 个 W- 轨 道 由 长 根 组 成 , 另 一 个 由 短 根 组 成 . 

2.33 ” 设 多 是 不 可 约 唱 体 根系 ,A 是 的 一 组 基础 根系 . 设 AED, 
R Xp 是 A 中 向 量 的 非 负 整 系数 线性 组 合 ,就 规定 AS RE MT OH 
个 偏 序 .证 明 : 

(a) © AME——+ BAH a Bl cE $B 而 aaa, Y aED. i Aia, 


a} iti a= D kan (二 1,…,n) 都 是 正 整 数 . 

人) 如 果 多 有 两 种 长 度 的 根 ,那么 ORE a EKR, H P AE 
一 一 个 最 高 短 根 PB RCo. PRA >B 对 $B 中 任意 短 根 6, 这 样 一 个 
BOY © Pe By AR. 

2.34 对 每 个 不 可 约 晶体 根系 , 求 它 们 的 最 高 根 . MTA AR 
Bn Cn Fi Gs, 求 它们 的 最 高 短 根 . 

2.35 设 甸 是 根系 ,4 二 {a1,… ,0} 是 它 的 一 组 基础 根系 ,而 卫 是 含 4 的 
ERA. 4 p= die. 

(a) WEAR (e,a) >0,V a€A; 

O 对 于 每 个 不 可 约 根系 更 ,将 p 表 成 A 中 基础 根 的 线性 组 合 . 

2.36 设 理 是 晶体 根系 ,4 是 更 的 一 组 基础 根系 . aco ELA 


24 oY 叫做 a 的 对 偶 根 或 余 根 , 令 DY = {a aED), A = {a |@€ A}. HERA: 


(a,a) 
© 也 是 晶体 根系 ,A” 是 它 的 一 组 基 . 

(a) 证 明 D 也 是 晶体 根系 ,人 是 它 的 一 组 基础 根系 ,eo)" 二 ,而 (wa)” 
=wa ,VY weW(@) aE D. D 叫 甸 的 对 偶 根 条 或 余 根 条 . 

(b) EH: P 不 可 约 当 且 仅 当 多 不 可 约 . 

(c) RES AYA HS 与 8 相似 ,除开 @=B, AC, 这 两 个 情形 ,而 
BY 5 C, 相似 

(d) 举例 说 明 , 有 a,B,a 十 BE {AR (at Bp) Aa" +p". 

2.37 设 @ 是 有 限 维 欧 氏 空间 V 中 的 晶体 根系 ,定义 

L@={(AEVIA AW) EZ, YaE€®). 

证 明 : (a) L(@) 是 一 个 格 ,叫做 权 格 ; 
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(b) wÊ) =), Y wE D; 
(ec) LO@)CL®). 

2.38 对 每 个 不 可 约 卓 体 根系 OH LD) /LO) Haw. 

2.39 设 瑟 是 不 可 约 晶 体 根 系 ,4= {a ，… ,a,} 是 它 的 一 组 基础 根 .矩阵 
(Casa) ISi j<n, WY D 的 Cartan HR. 证明 

|L(®)/L(®) | = det((a,,a”)). 
(提示 :对 每 个 不 可 约 晶 体 根系 来 证 明 . ) 

2.40 KV den ERR SH LEV PHT RUE LOTTE, 
VÆ LER FRM TS. LEV Pa UL HB. Lo, 
Ln Æ LOTR LSL +e tLe Cor = V cE LE L 1 i*i 
说 工 写 成 了 两 两 正 交 的 子 格 乙 ,…,Z。 的 直 和 . 如 果 工 不 能 写成 两 个 或 两 个 
以 上 的 两 两 正 交 的 非 零 子 格 的 直 和 , 工 就 叫 不 可 约 的 .证 明 V 中 的 格 工 都 可 
以 写成 有 限 个 两 两 正 交 的 非 零 不 可 约 子 格 的 直 和 ,而 且 如 果 了 一 万 十 … 十 
Za 一 靖 十 … 十 ZL 是 工 写成 有 限 个 两 两 正 交 的 非 零 不 可 约 子 格 直 和 的 两 种 
写法 ,那么 mm 二 m 而 重 排 Lio ,Lm 之 后 可 设 上 二 上 (i 二 1,… ,mm). 

2.41 设 是 晶体 根系 ,LC(@) 是 @ 中 根 的 整 系数 线性 组 合 组 成 的 根 格 . 
HERR: 

(a) DEAR ARA. 4AM LOED. 

(b) mE B= 二 By UD), Hi (a, p) =0,Y aE D, PED, MBA DAM ;都 分 别 
是 它们 张 成 的 向 量 空间 中 的 根系 ,而 且 L($) 是 彼此 正 交 的 子 格 LOA 
L(G$,) 的 直 和 .反之 , 设 L(@) 是 彼此 正 交 的 子 格 LA LNB. > BB 站 
L:(i=1,2), IA D=9, UD, , mi Ca B) =0 V aE, ,PE gS,. 

2.42 设 V 是 nn 维 欧 氏 空间 ,L 是 V 中 的 一 个 格 . 如 果 (z,y)EZ,Y r, 
ye Ly LRM AE. 如 果 工 是 V 中 的 整 格 而 (z,z)E22Z,Y PELL RM HK 
V 中 的 偶 格 . 

(a) 设 世 是 PHBH. S D= lE L| laad =) F#REL HO PAB 
的 线性 组 合 组 成 . TER OR X PHORA MAR RARA IFA LHLOE 
根 格 . 

(b) 如果 是 V 中 一 些 范 数 等 于 2 的 向 量 组 成 的 根系 ,那么 根 格 L= 
LOO) ERS. 如 果 甸 还 是 不 可 约 根系 ,那么 上 = 二 L(®B) 也 不 可 约 . 

Cc) 如 果 规 定 根系 A, (x 宇 1),D,(n 宇 4),E,(n 二 6,7,8) 中 向 量 的 范 数 都 
等 于 2, 那 么 由 范 数 等 于 2 的 向 量 在 Z 上 张 成 的 不 可 约 偶 格 只 有 A (a21), D, 
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n4), E,(n=6,7,8) ME. 

2.43 RV fin RRS CHV 中 的 不 可 约 根系 , 是 V 上 的 线性 
变换 ,并 假定 tw=wt;Y weW(®). TEA) ER V 上 人 恒 同 变换 的 实数 倍数 . 

2.44 KV fin BRR SRS CV. GEV 中 有 唯一 一 个 向 量 y 使 
J) = axy) yzETY 而 映射 fou 是 从 V+ 到 V 之 上 的 向 量 空间 同 构 ( 利 
用 这 个 映射 把 V' 和 VV 视 为 同一 , 即 把 FOV RTE ys EV). 

2.45 TEV fin MRS WwW 是 切实 地 作用 在 了 上 的 不 可 约 有 限 反 
射 群 ,gE FLV 1. JRE gwa) =q), Y wEW 2 EV. Ag BV 中 范 
数 的 实数 倍数 , 即 有 cER 使 g(Cz)=cGCrz,z)( 提 示 : 利 用 习题 1. 19,2. 42 和 
2. 43). 
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第 三 章 ”有限 反射 群 的 不 变 式 


第 一 章 介 绍 了 有 限 伪 反射 群 不 变 式 的 一 般 理论 ,在 目前 这 一 
章 里 对 于 有 限 反 射 群 把 讨论 进一步 具体 化 . 3. 1 节 介 绍 了 不 可 约 有 
限 反 射 群 的 Coxeter 元 、Coxeter 数 和 指数 ,特别 指出 指数 和 次 数 
的 简单 联系 ,只 要 算出 了 有 限 反 射 群 的 指数 ,就 马上 得 到 它 的 次 
数 ; 用 这 种 方法 求 出 了 所 有 不 可 约 有 限 反 射 群 的 次 数 . 在 3. 2 节 中 ， 
对 每 个 不 可 约 有 限 反 射 群 都 定 出 了 它 的 一 组 基本 不 变 式 . 3. 3 节 讨 
论 了 有 限 反 射 群 的 Poincare 多 项 式 , 作 为 有 限 反 射 群 表 示 论 的 应 
用 ,介绍 它 的 一 个 因子 分 解 式 , 有 限 反射 群 的 次 数 巧妙 的 出 现在 这 
个 分 解 式 里 . 


§3.1 Coxeter 元 和 它 的 特征 值 


设 太 是 作用 在 = 维 欧 氏 空间 上 的 不 可 约 有 限 反 射 群 , 当 
n 二 1 时 还 假定 W 关 {1}. 设 是 W 的 根系 ,为 方便 起 见 假定 根 的 
长 都 车 于 1. A= {a, yo)} 是 一 组 基础 根系 ,并 令 5 一 So 一 上， 
.355 的 积 sis sw 就 叫 W 的 一 个 Coxeter 元 . 当 W 给 
定时 , 它 的 根系 O 唯一 被 确定 ,但 是 @ 的 基础 根系 4 却 不 是 唯一 
的 . 此 外 ,4 中 基础 根 的 排列 次 序 也 不 唯一 . 对 应 于 一 个 基础 根系 
4 和 A4 中 基础 根 的 一 种 排列 次 序 , 就 有 一 个 Coxeter JL. Coxeter 
于 1951 年 证 明了 下 面 这 个 命题 . 


命题 3. 1 W 的 Coxeter 元 都 在 W PIES. 
证 i A= {a,,---,0,} fl A’ ={ Bio Ba ED A A ERAR 
系 , 根 据 命题 2. 14.8 wew 使 wA=A' ,假设 wa = pR: ERA sg, 一 


Sua, SWS W. 于 是 wst sa )w = sp 58 记 =s i5 1,0 om. 
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FY EBERRON teed, Hel 的 任意 一 个 置换 ,那么 s, 
…s; 和 si…s, E W SEM. 

注意 ; sn Csitt Sn) Sn) = 5p51 07 Sn BY esn 和 它 的 个 因子 经 
循环 置换 以 后 而 得 到 的 Coxeter 元 在 W PHP. 如 果 sjsj = 
sj+15j; 那 么 Sy OOS iS jt Sn A Sy Sp Sj p SiS p42 Sne 因此 只 要 证 明 ; 肥 
复 作用 这 两 种 变换 到 * …s%, 上 来 ,可 以 得 到 s1*…s. 

当 ”一 1 时 ,没有 什么 要 证 的 . 设 mn 记 1, 因 为 不 可 约 有 限 反 射 群 
的 Coxeter 图 是 树 ,不 妨 假定 对 应 a 的 顶点 只 和 另外 一 个 顶点 有 
边 相 连 ,根据 归纳 法 假设 ,把 * os. PEOR Wa. DA Ea 
变换 可 以 把 它 变 到 sy…s,_1, 再 把 5, 添 到 原来 的 位 置 上 来 . 如 果 作 
用 的 是 循环 置换 ,就 让 s 跟着 做 循环 排列 ,再 设 作用 的 变换 是 交 
换 两 个 紧 挨 着 的 5; 和 sj 而 ss 一 55 OR s, 不 在 它们 之 间 ,那么 添 
Es, 之 后 仍然 可 以 做 这 个 变换 ,如 果 s, 在 它们 之 间 , 添 上 ;5, 以 后 
就 有 55,5; ALGER W 的 Coxeter 图 中 对 应 an 的 顶点 所 作 的 假定 ,s， 
REMER s 中 的 一 个 不 可 交换 ,如 果 ws 天 ss 那么 $i5nsj 二 5isjs， 
如 果 ss 天 ss 那么 ss 一 ss 因此 si 2 经 上 述 两 种 变换 后 可 
达到 一 个 Coxeter 元 5,°°° S¢5n5e41 °° Sn A POS RK n— 1. 如 果 R= 
0, 经 循环 置换 可 以 把 sasitsu B sees. 15.3 MR k=n—-1,04 
达到 了 目的 . BHO<e<n—-1, WR 5, 与 5，…% 都 可 交换 ,那么 
5177545 nSb4.1°° Sn 二 5n51"…5n-1; 再 经 一 循环 置换 就 得 到 s,…s。1s, ,如 果 
Sn 与 541 一 5s-_-1 都 可 交换 ,那么 S10 5e5p5n4 15° Sn = S1 Sn Tq 


因为 W 中 的 Coxeter EEIEIE, DEAE MEMRI SE SUE 
们 共同 的 阶 叫 做 W 的 Coxeter 数 , 记 作 及 ,有些 不 可 约 有 限 反射 群 
的 Coxeter 数 很 容易 直接 算出 来 . 

例 3. 1 I,(m),m>=3. I, (m) hj Coxeter 元 是 两 个 生成 反射 的 


乘积 , 它 是 个 至 孤 度 的 旋转 ,因此 它 的 阶 是 m. 口 
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例 3. 2 A nl. $ 
A= (a, = €,— Ez, tt Ap, = En Ent 
BBA s= (isiti), i™=1, sn, MAAR] Coxeter 元 就 是 
si1'"*5; 二 《12…°n 十 1)， 
它 的 阶 等 于 n+l. O 


例 3.3 B n2. > 
A= {a 5E E Apa] En 1 — En On En} 
这 时 Coxeter 元 sittes, 是 把 Y 中 任 一 向 量 aet e taen la ERY 
到 一 ce 十 ae 十 … 十 o-ie 的 变换 ,不 难 计算 它 的 阶 等 于 2n( 习 题 
3.1). E 


例 3.4 D,,n 之 4. 令 
A= {a =E Erst y Gy = 1 — En Rn = En FE) 
IX AY Coxeter 元 sis, 是 把 V PEHE aet. +a, 6, (a,E RIE 
Bl] — ane) Haer tees +g 2€n—1 — nen 的 变换 ,也 不 难 计算 它 的 阶 等 
于 2(n 一 1) (习题 3. 1). oO 


以 后 将 介绍 一 个 计算 Coxeter 数 的 一 般 方 法 . 
因为 W 的 Coxeter 元 都 共 斩 , 所 以 它们 的 特征 多 项 式 相同 ， 
它们 的 特征 值 也 一 一 相同 . i W 的 Coxeter RST AM ORC 中 
的 一 个 本 原 严 次 单位 根 ,那么 W 的 Coxeter 元 的 特征 值 可 以 表 作 
和 
其 中 1I21，”” 9M 都 是 整数 MO<m, s My, SN. 不 妨 假 设 
mo Sy. 


把 它们 叫做 不 可 约 有 限 反 射 群 W 的 指数 . 


例 3. 1( 续 1) Lm), m3, {:,(m) Coxeter 元 w 是 个 转 至 
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弧度 的 旋转 ,把 它 对 于 R: 的 基 si 一 (1,0),e 一 上 (0,1) 的 矩阵 仍 记 
作 w. HRA 


计算 w 的 特征 多 项 式 
det (I —w) =? — 2cos y= aH uae), 
这 里 


cos 2x . sin 2x 


=- +i 
因此 1,Cm) 的 指数 是 1 和 m — 1. 口 


例 3. 2( 续 1) ”4,,n 宇 1, 从 例 3. 2 知道 4A, 的 Coxeter 元 
也 一 953 一 (1 2… n +1) 
是 个 十 1 阶 元 .如 果 把 4. 看 作 作用 在 R 上 的 变换 群 ,那么 am 对 
于 6 ,"… ,ést1 这 组 基 的 矩阵 是 


1 0 


因此 w 的 特征 多 项 式 是 1! 一 1, 已 知道 se 十 十 6+1) 二 
atete ysE 克 .因此 了 一 (十 … 十 e+ 一 Ra 由 … 中 Raw， 
FEF 4.- 空 间 , 这 里 asee an S En Eno M RI et 和 
+e D DV. W H Coxeter 元 也 在 (十 … 十 e+ 上 的 特征 多 项 式 
是 上 一 1, 因 此 z 在 了 上 的 特征 多 项 式 就 是 
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tert tet, 
ABZ wEV EAS n CARIERE C00 OX CBA ntl 
次 单位 根 , 于 是 1,2,… 50 就 是 An 的 指数 . O 


命题 3. 2 (a) Coxeter THIAR, BO<m,<h,V i. 
(b) 有 一 m1，… ,有 一 mr 是 mtem, 的 一 个 置换 . 


Cc) > m:=nh/2. 


证 (a) 假设 1 是 Coxeter 元 w=s s, 的 一 个 特征 值 ,那么 有 
特征 向 量 AEV AAO, fE sies ASA, FEE soes AS sA (AEE 5p 005, A 
一 4 是 a, +50, 的 一 个 线性 组 合 ,s14 一 4 是 某 个 实数 乘 以 a. 
a,c, a, 线性 无 关 , 因 此 sze s A=, sA =A FEO, a) =O. X} 
ss 一 人 重复 上 述 推导 可 得 s3…s,4 二 A RA, a) =0. 如 此 继续 下 
去 ,就 有 C4,@)= 二 0,i 二 1,…,n. 于 是 4 二 0, 这 是 个 矛盾 . 

(b) wEWCOW), At w 是 个 实 线性 变换 , 它 的 非 实 特征 
值 必 一 对 对 地 互相 共 斩 ,一 对 共 斩 特 征 值 相应 一 对 指数 m: 和 有 一 
mi.《a) 中 已 证 1 不 能 是 w 的 特征 值 . 如 果 一 1 是 w 的 特征 值 ,因为 
一 1 二 0, 那么 一 1 相应 的 指数 是 h/2, 而 h 一 h/2 二 h/2, 因 此 有 h 一 
mo sh—m, — EE m, om, 的 一 个 置换 . 

(c) 是 (b) 的 直接 推论 . 口 


还 需要 下 面 这 条 关于 半 定 正 实 对 称 和 矩阵 的 引 理 . 

设 A= (aij) st, j=l; nite nXn tA. 如 果 有 1,…,n 
的 一 个 排列 如,… ,is MERR OSEN) fE a= ON T= 1, i 
j= itis ot, 都 成 立 , 4 就 叫 可 分 解 的 ;否则 ,A 叫 不 可 分 解 的 . 设 
L= (ays st) ER", WE zz 这 0,Y i=l, one 就 叫做 一 个 正 向 
量 , 记 之 0. 
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引 理 3.3 设 4= (a) 是 nxXn 实 对 称 和 矩阵 ,并 假定 4 半 定 正 ， 
不 可 分 解 , 而 且 wj 委 0,V ij. 

(a) & N={xER"|Ar=0},R={xER"|‘xAxr=0) HA N= 
Rit. dmN 妥 1, 如 果 dimN=1, 那 么 N 含 正 向 量 . 

(b) A 的 最 小 非 零 特 征 值 是 正 的 , 它 的 重 数 等 于 1 MEM 
的 特征 向 量 中 有 一 个 正 向 量 . 

证 (a) 显然 NR. 还 要 证 明 RIN. 根据 线性 代数 的 一 条 
EH, aXn EXER P IE 

D=' PAP=[4di,*…,d,], 

而 dio. d,ER. R rE R, Bl’ cAxv=0. S y='P2, NM r=Py, ik 
y= "Cnet syn) BBA 


0 = rAr = 'y PAPy = 'yDy = diy? 
i=1 


因为 4 是 半 定 正 矩 阵 , 所 以 4; 宇 0, 因 此 diy: =0.V i Bl Dy 一 0, 因 
而 4z=0, 即 rEN. 
假定 dimN > 0. HB x=‘ (ayer) EN,X 关 0. 令 z= 
Claris [za D. AA ajS0.V Aj, PTY 
OX cAex' xAr=0, 
因此 z€ N. 再 证 明 = 的 分 量 都 关 0. 令 J = {j Sjn i 2x40}, 
而 7 是 .的 补 集 , 因 为 xE N, 所 以 


Jaz 0 i= Lym sn. 


特别 ,上 式 对 jEI 也 成 立 . 因为 假设 了 ww 委 0,V Æj, FU a;=0, 
ViET,jEJ, 这 与 4 是 不 可 分 解 的 假设 矛盾 ,除非 了 一 必 . 这 证 明 
TN 中 任意 非 零 向 量 的 分 量 都 和 0 ,而 N 含 正 向 量 . 如 果 dim N> 
1, BAG N 中 两 个 线性 无 关 的 向 量 的 线性 组 合 就 会 得 到 N 中 一 
TERI CR TAREE. 因此 dim N<1. 

(b) S c RER A 的 最 小 非 零 特征 值 . 因为 4 是 半 定 正 的 ,所 
以 c>0. HE 4 一 cI 也 适合 本 引 理 的 假设 ,那么 根据 上 面 的 证 明 ， 
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(a) 对 于 4 一 c 必 成立. 但 4 一 cI 奇异 ,因此 有 一 个 正 向 量 
E Ceist sey) E CA— cI) (ey 9 50, = 0. FE ce, EAHA 
相应 特征 根 c 的 正 特征 向 量 . 口 ] 


命题 3. 4 设 n2, A A eA CRD W AY Coxeter IE w HY 
特征 值 . 

证 ” 先 来 证 明 :; 可 以 排列 W 的 基础 反射 ,使 sy，…,s, 两 两 交 
换 ,s,4;,，…,s, 也 两 两 交换 ,对 作 归 纳 法 , 当 n=2 时 ,这 是 显然 的 . 
i n>2, RA W 的 Coxeter A POW) EM LA OW) PT 
只 与 另外 一 个 顶点 有 边 相 连 ,把 相应 这 个 顶点 的 基础 根 记 作 wm ,把 
这 个 顶点 和 与 它 相 连 的 边 取 消 后 ,就 得 到 一 个 2 一 1 个 顶点 的 
Coxeter 图 .根据 归纳 法 假设 ,可 以 排列 这 ”一 1 个 顶点 相应 的 基础 
反射 ,使 S29 ttt 9S, 两 两 交换 . Sr+19"""» Sn 两 两 交换 ,还 可 以 假设 
TCW) 中 与 a 相应 的 顶点 与 @41，,… ,a 相应 的 顶点 中 的 一 个 有 边 
相连 ,那么 s,s;，…s, 也 两 两 交换 . 

令 y= soz = SS BPA y Az PEM IC. MM w= ye 是 
一 个 Coxeter JE. 

设 oow 是 wo FEV 中 的 对 偶 基 ,那么 

(orai) = j LSE. 
S Y=Ro n, + +Ro,,Z=Re, + +Ro,, IRA Y=Ra, 十 … 十 
Ra ,Z=Ra + Ra, & H;= (a) ;i 一 1,…,n. 于 是 
H,(\ NH, = (Ra, +- +Ra) = (YS =Y. 

同 理 AO OZ. 

S A= (aj), H P aj= (asa), BI A 就 是 W 的 Coxeter 图 
有 PC) 的 Coxeter 矩阵 . 根据 命题 2. 31,4 是 定 正 对 称 抢 阵 . 因为 三 
不 可 约 ,4 还 是 不 可 分 解 的 .根据 系 理 2.12,4 的 非 对 角 线 元 素 都 
是 非 正 的 .那么 根据 引 理 3. 3,4 有 一 个 正 特征 值 ,相应 的 特征 向 
量 《c,,…,c,)ER”, 也 是 正 的 . 

记 K={ly yn} T= {ler} J= {rtl en). S 
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A= Sea, K= > ew;. 
El 


JEJ 
那么 AMEZ,pnEY. 再 令 P=RA+Rz, WA dim P=2, Bik 
w(P)=P. AA Al (19°88 Cn) HC Coy 9 Cn) ,将 这 个 式 子 双方 求 转 


置 就 得 到 (ci,*… Cy ACCC, 98 Cn) » Bl 
( deat sa] = ( > cea + | ， [= l,eeegn. 
AEK ROK 
因此 
Daa, = > ccro 


kEK kEK 


总 假定 根 的 长 都 等 于 1. 对 任意 i€7, 将 上 式 与 a 作 内 积 , 因 为 (w， 
a) 二 0 对 i,LET W iL, PLA 
c; 十 Sei; = CC. 


JEJ 
再 计算 
(c — IA= (c 一 D >) cj, 
icl 
= 5 ( S cja); 
i€ET jEJ 


= X oD aw) 


JEJ ier 


一 Sel w; + Sayar) 


GET kEK 


一 一 6; + X ca, 


jEJ ged 
=—_- + Yu, 
其 中 令 v= oe; 上 式 中 第 四 个 等 号 成 立 是 因为 ow 二 0,Y RET 


而 4 尖 广 上 式 中 第 五 个 等 号 成 立 是 因为 Hayaa MART 
可 以 通过 将 它 双 方 与 aE KARREN. 由 上 式 可 得 "一 
(c 一 1)4 十 Ap BR VE ZA ro = mr AWACZ, BU zaa 
à, FÆ z(RA+ Rv) =RA+R», (A P=RA+Rpe=RA+R), A 
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z(P) 一 已 ,而 且 z 在 了 上 诱导 的 变换 是 个 反射 , 它 的 反射 线 ( 即 > 
保 待 不 动 的 已 中 那些 向 量 所 组 成 的 1 维 子 空间 ) 是 Ri, 同 理 
yCP)= 忆 ,而 且 y 在 已 上 诱导 的 变换 也 是 个 反射 , 它 的 反射 线 是 
Ry AW w= yz 是 PP 上 的 旋转 . 


C= { X awla: > 0.¥ i}, 

BBA 
PMC= {aù + byla, b > 0}. 

特别 PACAS, BR 

C={xEV|(x,4a) >0,¥ i}. 
Ww 把 PP 中 每 个 向 量 都 保持 不 动 ,那么 w 也 把 PNC 中 的 每 
个 向 量 保持 不 动 . 根据 命题 2. 28 (a) w = 1. 因此 ww 在 P 上 的 限制 
的 阶 等 于 zw 作为 V 中 线性 变换 的 阶 . RRO SHED Aw 在 
已 上 的 限制 阶 也 是 六 上面 已 经 证 明 ,m 是 PP 上 的 旋转 ,因此 w 作 
为 已 中 线性 变换 的 特征 值 是 5 和 8 ,所 以 5 和 总: 是 Y 中 线性 
变换 w 的 特征 值 . O 


下 面 的 定理 是 Coxeter 于 1951 年 对 一 个 个 的 不 可 约 有 限 反 射 
群 观察 出 来 的 ,后 来 Steinberg 于 1959 年 先 证 明了 命题 3. 4, 再 利用 
它 给 出 下 面 定 理 的 统一 证 明 . 


定理 3.5 if N 是 正 根 的 个 数 ,那么 Coxeter 数 A=2N/n. 
证 n= 二 1 的 情形 是 显然 的 . 设 n>1, 沿 用 命题 3. 4 的 证 明 中 的 
记号 和 结论 . 已 经 知道 ,平面 P 的 旋转 w|r 是 平面 上 反射 y1p 和 
zjz 的 积 ,y|z 的 反射 线 是 Ru,z1r 的 反射 线 是 RA wl Hoe 
h. 因此 
{w (RA) |O<i<A—1} U (wi (RD) |OSI<A—1} 
HA h RHR. 4h RaW, ENAR w lO<i<h— 1) — 
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条 轨道 ;而 当 疡 是 偶数 时 ,它们 分 成 两 条 轨道 . P 中 不 在 这 些 直线 
上 的 点 ,都 可 以 从 POC 的 点 经 某 个 旋转 由 (0 委 ;<A 一 1) 得 到 . A 
为 PNC 关 名 ,而 H.NC=S6V ab, HL HQP — EE w' (RAK 
w (RO (0 过 1 过 一 1) 中 的 一 条 直线 . 

因为 RACZ=H,ri N vee NH, PELA Histo Ha 中 每 张 超 平 
面 和 PP 的 交 都 是 R4, 再 证 明 没 有 别 的 反射 超 平面 Hae ©) A P 
的 交 等 于 RA 假定 H.N PRA. FR a>0, IK a= 2 ray srs. 
ACH, 等 价 于 

0 一 (4,a) 一 (人 D c, ira) = ders 


因为 o>0,Y i ET 所 以 zi 二 0,Y iE, Al a= Sirja, AV = 
D Ra, 根据 命题 2. 35 (0.0) = OV, Vs 中 的 根系 而 Dy 以 
tal JED NMR A AA Caja) =0.V 7 LES 而 AL, BV a; | 
jEJ) 分 解 成 两 两 正 交 的 基础 根系 (oa41),…, {a} 的 并 . 因此 如 果 
— PERE a;(jE€EJ) 的 线性 组 合 , 那 么 它 只 能 是 aj(j€ J) XBR 
AO. 特别 ,a 是 aj(j€ 中 的 一 个 .这 证 明了 ,和 PP 的 交 是 RA 的 
反射 超 平面 只 有 Aa. A. 

同 理 可 证 ,和 PP 的 交 是 Ry 的 反射 超 平面 只 有 Hos H, 

当 有 是 偶数 时 ,显然 和 PP 的 交 是 h/2 条 两 两 相 蜡 的 直线 
wi (RA)G=0,1,"…, (4 一 1)/2) 中 一 条 的 反射 超 平面 H. 的 张 数 是 
(n 一 r)h/2, 而 和 PP 的 交 是 h/2 条 两 两 相 异 的 直线 wi (Re) G=0,1, 
…，( 有 一 1)/2) 中 一 条 的 反射 超 平面 H. 的 张 数 是 rh/2, 因 此 N= 
nh/2. 

当 n 是 奇数 时 ,和 PP 的 交 是 一 条 直线 w'(R) 的 反射 超 平面 
H, 的 张 数 是 n 一 r+, 一 共有 条 直线 w (RA), PA N 二 (一 ,这 
hh 条 直线 也 可 以 表 成 w (R10) ,因此 又 有 N==rh. 于 是 r= 二 n/2, 所 以 
也 有 N=nh/2. 口 
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系 理 3. 6 Z m=N= Dy (d.—1). 
证 这 是 上 述 命题 ,命题 3. 2 和 命题 1. 26 的 推论 . 品 ] 


根据 已 经 算出 的 各 各 不 可 约 有 限 反 射 群 的 N 的 值 ( 见 表 
2.1), 可 以 用 公式 A=2N/n 算出 它们 的 有 的 值 ( 见 表 3. 1)， 
表 3. 1 不 可 约 有 限 反 射 群 的 正 根 个 数 和 Coxeter 数 


A, B, D, Es E: Es Fy Ga H, H, I,(m) 


n(n+1)/2 n? n(m—1) 36 63 120 24 6 15 60 m 


n+1 


2n 2(n—1) 12 18 30 12 6 10 30 m 


例 3.5 H. 利用 定理 3.4, 定 理 3.5 和 系 理 3. 6 可 以 算出 五 ;的 
= MB RL m Smm. H 的 正 根 个 数 等 于 15, 从 定理 3. 5 可 算出 
hh 二 10, 根 据 命 题 3.4,mi 二 1,ms 二 9. 根据 系 理 3. 6,mi 十 ms 十 m3 二 
15, 所 以 ms 二 5. 

下 面 定理 也 是 Coxeter 于 1951 年 对 一 个 个 不 可 约 反 射 群 观察 
出 来 的 ,后 来 Coleman 于 1958 年 给 出 了 统一 证 明 . 


定理 3. 7 设 d,s 5d, 是 W 的 次 数 ,那么 di 一 1，…,d, 一 1 就 


EW 的 指数 . 令 mooom 表示 W 的 指数 ,那么 |W] = JI on: + 
1). 

证 4 nsl, p ERRERA. Hn 1. HE3. LT A> 
2, 因 此 本 原 疡 次 单位 根 不 是 实 的 , 仍 沿用 命题 3. 4 的 证 明 中 的 记号 
和 结论 ,把 欧 氏 空间 Y 的 基 域 扩充 到 C, 得 到 C 上 一 个 维 空间 ， 
记 作 Vc. 再 把 了 Y 上 内 积 扩充 成 Ve PRA, BRU Keys, 


是 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 令 Ve 一 Ca 十 … 十 Ce,' 对 于 x 一 Dp re 
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和 yr SD vein Lis yy: E C, Æ Xlr, y) = > ry. P 自然 也 扩充 成 
i=] i=l 


复 平面 Pe, M Coxeter 元 w 在 Pe PARAIRE E «Ale, EM 
EASE BE Ar GT POE E A So" AE e RA h KA 
位 根 ,h 是 W AY Coxeter 数 . 显然 < 和 “也 张 成 Pc. 现在 去 证 明 (c， 
a40.V axEG6, 用 反 证 法 , 设 (c,a) 一 0 对 某 一 个 cS MAHA 
Ce, a) =0, RE (Pesa) =0. 在 命题 3. 4 中 已 经 证 明 书 含 C 的 点 ,所 
以 这 是 一 个 矛盾 . 

WA. A EV ABE EDS w 的 特征 向 量 ,相应 
Ay FE EEO TD omy = Lm Sm, a Sm, =h 1, Rf 
以 假设 A= «, BIR yoy ya FEAR YS E he BP BE y CA) = 
dj, A<i, jn), BA FEV] =F Eyit ynl» MADRE BIE 
wey yi 

设 用,… ,fs 是 W 的 一 组 基本 不 变 式 ,而 deg fi 二 divi 一 1,*…， 
n ALEC MRR vio yn 的 复 系数 的 多 项 式 , 而 Jacobi 行列 式 


as; 9 i) I; one Res yttt Ly) 
IC ot Wad) Ilr Zn) Iyi tt Yn) , 


Lja? 9 Xn 和 Yrs 9 Yn 是 向 量 空间 Ve 的 两 组 基 , 因 此 


Ia se Tn) A 0, 对 任意 Corse ,6,) E C 
ayy gree Yn) Cel co 


(习题 1. 17). 根据 命题 1. 29 
af sett ota) y 
= | We 12°’ no 
- x T, 


D(X, 9° Tn) e ; 

Ep cer’, i Llr) =c, NEW PN TRB 

平面 H.(a€ OWA. HM O AEH A & Ha V aED. it A [I 

ROULE te tay Aen BBA b:C2 A) set A FOW At TE 

N. ira) = Cr Ap) 9 Ln CA) WY 
Hy Fn) 


Ha, sore Tna) zQ,) 


天 0. 
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再 设 A= yi CA Ay ete E Yn AL Ans BIRO AD stem AD =A, 
0,…,0) ,因此 

Kfir Sa) Fises Sa) Q(x1 ss En) 
Ihe Sa) | aoo WL 9 tt Ta) zap IM a) | oo 
因此 在 Jacobi 行列 式 的 展开 式 的 n! 项 中 至 少 有 一 项 在 (1,0,…， 
0) 这 一 点 取 值 关 0, 适 当 排 列 Sieve Sa 以 后 可 以 假定 


af: 
201 05-0 00, 1 二 1 ,*" 77， 
Yi 


#0 


这 就 是 说 ， 
af; _ 
ay, a TH gi Cy Ya" yn), 


其 中 @ 天 0, 而 gm) 的 每 一 项 都 至 少 售 yst Yn 中 的 
一 个 ,于 是 
太一 ai yit hil yis yee Yn) 
其 中 Ay ,yo 的 每 一 项 都 至 少 含 JJ29， ”9 Van 中 的 一 个 . 将 w 
作用 到 上 式 双 方 , 因 为 ww"y 一 所 ”yw* 所 以 有 
fiwe f=at tty T yt ki One ya in)» 
其 中 名 (yi1,y2，… ,yy,) 的 每 一 项 都 至 少 含 y,，,…,y 中 的 一 个 .因此 
Gram], i= Lyre yn. 
于 是 
d: —1=—m:=h—m;(mod h), 7 一 1 7 
根据 命题 3. 2(b) ,h 一 me，… sh — m, 这 些 数 是 my ，… ,ms 这 些 数 的 


-个 置换 ,根据 系 理 3. 6, 它 们 的 和 又 等 于 > ( 一 1 ,又 因为 0 二 


h—m:<h, Pre d;—1\=h—m,;,i=1,°** n, BD di—1 vee ,4d, 一 1 是 Ww 
的 指数 ,这 证 明了 本 定理 的 第 一 个 断言 . 从 命题 1. 26 和 第 一 个 断言 
立即 推出 第 二 个 断言 . 


例 3.6 计算 群 可 ,的 指数 . 对 于 五 ,, 已 经 知道 N= 二 60,h 二 30， 
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|W |=14 400. H m Sm Sm SmE HL WR. 已 经 知道 m =l, 
ms 一 29, 根 据 系 理 3. 6,1 十 mz 十 ms 十 29 二 60, 因 此 ms 十 ms 二 30. 根 
据 定理 3.7, 《十 1) Gm, +1) Crms 十 1) (29 十 1) 二 14 400, 因 此 (zz 十 
1) (ms 十 1) 二 240, 联 立 二 次 方程 

mz 十 m3 二 30 

nn, 
的 解 是 11 和 19, 因 此 m.=11,m,=19. 于 是 2,12,20,30 就 是 已 ,的 
次 数 . O 


系 理 3.8 ” 纯 量 变换 一 1 EW 当 且 仅 当 网 的 所 有 指数 都 是 奇 
数 ,或 当 且 仅 当 所 有 次 数 都 是 偶数 . 

证 V 上 的 纯 量 变换 一 1 诱导 出 FLV* J 上 的 一 个 变换 , 它 在 
F[V*]s 上 的 限制 是 (一 1)*. 如 果 一 1€EW ,那么 W 不 可 能 有 奇 次 
数 的 齐 次 不 变 式 . 因此 W 的 次 数 都 是 偶数 ,根据 定理 3.7,W 的 指 
数 都 是 奇数 . 

反之 , 设 W 的 指数 都 是 奇数 . 因为 A 一 1 是 一 个 指数 ,所 以 
是 偶数 . > z="? Ti w WwW 的 Coxeter 元 ,那么 = 作用 在 zw 的 
特征 向 量 因 ,…, 的 结果 是 将 它们 分 别 乘 以 欠 one rm? 3K 
是 次 本 原单 位 根 .因为 m 都 是 奇数 ,和 一 一 1 一 1 和. A 
此 z=—-1EW. 口 


例 3.3( 续 1) 计算 B, 的 指数 ,nr 之 2. 显然 1E B,, 因 此 根据 
系 理 3. 8,B, 的 指数 都 是 奇数 . 根据 例 3. 3, B, 的 Coxeter KFT 
2n, 那 么 B, 的 指数 都 是 1 和 2z 之 间 的 奇数 ,1 和 2n 之 间 一 共有 个 
奇数 ,它们 是 1,3,…,2n 一 1. 但 还 要 判定 ,是 不 是 它们 都 是 B, 的 指 
数 , 即 有 没有 重 根 出 现 . B 的 Coxeter 元 w 对 于 VR” 的 基 a, 
…,&, 的 年 阵 是 
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0 一 1 
1 0 
1 
0 
1 0 
因此 w 的 特征 多 项 式 是 ?十 1, 它 没有 重 根 . 因此 B, 的 指数 就 是 1， 
3，…，2n 一 |. 口 


例 3. 4 ( 续 1) 计算 D, 的 指数 ,n 宇 4. 根据 例 3. 4,D, 的 
Coxeter 元 w WY BT EZ m—1). w XIF V=R" 的 基 eseese, 的 矩阵 
是 


一 
因此 z 的 特征 多 项 式 是 (t 十 1)(Gc: 十 1). 设 8 是 2(* 一 1) 次 本 原单 
位 根 ,那么 (十 1) (2"! 十 1) 的 个 根 就 是 
多 
因此 D, 的 二 个 指数 就 是 1,3,，…,2z 一 3,z 一 1. 当 ?是 偶数 时 ,一 1 
重复 出 现 为 D, 的 指数 , 当 n 是 奇数 时 ,DD, 的 个 指数 两 两 不 同 ， 
有 一 1 个 奇数 1，,3,… ,2n 一 3 和 1 个 偶数 一 1. 口 


到 此 为 止 ,已 经 算出 了 不 可 约 有 限 反射 群 A,,B,,D,, Hs, Hais 
7.(m) 的 指数 . 还 要 计算 Es, Er Es PAO HR BOW WA F Mik 
个 命题 


命题 3.9 设 W 是 不 可 约 Weyl HA 是 它 的 Coxeter 数 , 如 果 
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1<m<h—- 1M (mh) =1, BA m EW 的 一 个 指数 . 

证 KORW 的 根系 ,那么 W 的 任意 元 素 都 把 根 格 L($) 变 
到 它 自己 , 选 @ 的 一 组 基础 根系 4 作为 V 的 一 组 基 , 那 么 W 的 
Coxeter 元 w 相对 于 这 组 基 的 矩阵 的 矩阵 元 都 是 整数 ,因此 w 的 
特征 多 项 式 det(z1 一 w) 是 整 系数 多 项 式 . 根据 命题 3. 4 有 一 个 本 原 
h KAMAR E 是 w 的 特征 值 ,$ 所 适合 的 Q@ 上 的 不 可 约 多 项 式 是 
分 圆 多 项 式 B04) , 它 是 个 整 系数 多 项 式 . 因此 ©, 2) eR det (1 一 
w). BB (1) 的 所 有 的 根 就 是 所 有 的 本 原 有 次 单位 根 .因此 所 有 的 本 
JR h REMIR OO", (mh) =1,1<m<h—-1, ME de (1 一 w) 的 根 ， 
即 都 是 w 的 特征 值 . 因此 所 有 的 mr, mh = 1 1<m<h—1,%H 
E W 的 指数 . C] 


例 3.7 利用 命题 3. 9 来 计算 FM. 前 面 已 经 算出 了 FA 
Coxeter 数 有 二 12. 因为 1,5,7,11 都 和 12 互 素 , 所 以 都 是 FBR. 
口 


例 3.8 计算 已 ,2 一 6,7,8 的 指数 . 前 面 已 经 算出 Es 的 
Coxeter' 数 二 30,1 和 29 之 间 一 共有 八 个 整数 与 30 互 素 , 它 们 是 1， 
7,11,13,17,19,23,29, 因 此 它们 是 5 的 指数 . 

对 于 E, A=18. 用 命题 3. 9, 求 出 1,5,7,11,13,17 都 是 环 ) 的 指 
数 ,但 是 E, 一 共有 七 个 指数 ,根据 命题 3. 2, 还 有 一 个 指数 m 一 定 
适合 条 件 m=h—m, ALK m=h/2=9. 

对 于 Es h=12. 根据 命题 3. 9, 求 出 1,5,7,11 都 是 EE 的 指数 . 
设 余下 的 两 个 指数 是 ml 和 m. 根据 系 理 3. 6 和 命题 3.7,1 十 5 十 
7 十 11 十 mi 十 mz 二 N= 二 36, (1 十 1) (5 十 1) (7 十 1) (11 十 1) (m+) 
(m,+1)= | Eg|=27+34+5. 解 这 两 个 联 立 方程 ,得 m,=4,m,=8. 

口 


所 有 的 不 可 约 有 限 反 射 群 的 指数 和 次 数 已 经 全 部 求 出 ,把 它 
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们 的 次 数列 表 如 表 3. 2 所 示 . 
表 3. 2 不 可 约 有 限 反射 群 的 次 数 


群 | ad 

A, | 2,3,.…,n 十 1 

B, 2,4,6,.. ,2n 

D, | 2545655, 2(n—1) an 
Es ~] 2,5,6,8,9,12 

E, 2,6,8,10,12,14,18 
Es 2,8,12,14,18.20,24,30 
F, 2,658,512 

H; 2,6,10 

H, 2,12,20,30 


2sm 


§3.2 不 可 约 有 限 反 射 群 的 基本 不 变 式 


设 下 是 特征 0 的 域 ,V 是 尺 上 的 2” 维 向 量 空间 ,C 是 作用 在 了 
上 的 有 限 伪 反射 群 . 如 果 能 用 某 种 办 法 求 出 G 的 个 代数 无 关 的 
齐 次 不 变 式 , 那 么 可 以 用 下 面 这 个 命题 来 判断 它们 是 不 是 一 组 基 
本 不 变 式 . 


命题 3. 10 设 F 是 特征 0 的 域 ,V 是 上 的 n 维 向 量 空间 ,G 
是 作用 在 V 上 的 有 限 伪 反 射 群 ,g1,… ,ga 是 G 的 个 代数 无 关 的 
齐 次 不 变 式 , 它 们 的 次 数 分 别 是 eyen, 如 果 erez en = IGI AR 
Kj EEn 就 是 G 的 一 组 基本 不 变 式 . 

证 Khon SEG 的 一 组 基本 不 变 式 ,deg fi-dG=1, 
…,n) ,并 假设 di Se <d, 5 th A AB es S++ <e,. 那么 从 引 理 1. 
27 的 第 一 个 断言 推出 edi GG=1, +n). AAIG|=d,--d, 和 
IG | =e, sens BELA ep = d: G=, n). FEA S| BEL. 27 的 第 二 个 断 
言 推出 g1,…,g; 是 G 的 一 组 基本 不 变 式 ， O 
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现在 把 这 个 命题 应 用 到 Tm) A, B, 和 D, 这 些 群 上 去 . 


例 3. 1( 续 2) 7 (wz m3. hie a= 1,0M e= 0,1) 
入 :的 基 ,再 设 x+! 和 zs 是 它们 的 对 偶 基 , 即 (x;,e))==6;(1<&i,j 寺 2). 
那么 zc 和 xs 也 可 以 看 作 是 R: 对 于 es 和 e@ 这 组 基 的 坐标 函数 , 即 
ale) = Crit). LOM BATIK ER, EMF a. eX AEN 
阵 是 
2n 


. 27 
cos — —sin — 


m m 1 0 
T= = . 
2r 2x His f | 


sin = cos 一 
m m 


= 是 RP SE OE RE ore ,z 一 1 就 是 
LCm) 中 的 mr 个 施 转 (包括 RR* 的 单位 变换 );s 是 Rz 中 以 ni-zz 轴 一 
0 为 反射 直线 的 反射 ,vsr-' 就 是 以 zy- 轴 在 作用 下 的 像 为 反射 直 
线 的 反射 ,zi- 轴 在 = 作用 下 的 像 就 是 与 xj- 轴 的 夹 角 为 2 弧度 的 
HR, AE sorse! seer lsr EEE Tm) A m THR. 显然 
对 十 地 是 卫 (m) 的 ?次 齐 次 不 变 式 . 因为 I,(m) 的 指数 是 1 和 mm — 1 
( 例 3. 1( 续 1)). 所 以 I,(m) 还 有 个 加 次 齐 次 不 变 式 ,而 它 和 iai 
一 起 组 成 J.(m) 的 一 组 基本 不 变 式 . 


= 的 特征 多 项 式 是 2 一 2cos 红 十 1, 而 特征 值 是 4 和 红 : ,而 《一 
cos 红 十 isin 红 是 本 原 思 次 单位 根 ,(1, 一 六 和 '(1,z 分 别 是 = 的 相 
应 于 5 和 COMER TE 


-| 


即 
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Lie} la leh a: 


ERTER C ,就 有 
0 | 


| ; J | | k : | 
` . I,(m) . . =< 9 
一 ! 1 —i 1 0 g 1 0 


把 上 式 右 方 的 群 记 作 G. 显然 g= zz: ge=z tAE G 的 不 变 齐 
式 , 计 算 Jacobi 行列 式 


2 之 ] 


同时 有 


WB 1982) 
Ilzi sz) 


= — mlz — z7) 0. 
m—l m—1 
mz, mz 


MA (deg gi) (deg g) =2m= 一 1G1, 因 此 根据 命题 3. 107A gig: 
E G 的 一 组 基本 不 变 式 . 


经 坐标 变换 
zı -| 1 中 ZI -了 | Tı 
z) \—i i x} 2\1 —i zz) 
g1 和 8: 分 别 化 为 
h = race + ix.) (x, 一 i172) = Te + z3) 
和 
= [| Cay + ia" + Ge = id) 


{m/2] 
1 六 的 
=| = > (— 1) 
| 2) Fo 2j 


xy x4"), 


Lm/2] 
fiarta, f= yp" xy 974 
I=0 J 
也 是 Po) 的 一 组 基本 不 变 式 ， CI 


例 3.2( 续 2) A,,n 宇 1. 从 例 2. 2 已 经 知道 A, 二 5,41 可 以 看 作 
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是 作用 在 R"*! 的 一 组 标准 正 交 基 6 ,…,e,+1 上 的 对 称 群 : 设 x， 
,zt 是 Eps ttt Eng TE RH AY XT BSE BM 
(ze) =O, 1Si,j<n+l1. 
那么 S.+: 也 是 作用 在 <,，…',zr+: 上 的 对 称 群 ,显然 
5 二 XI 十 "十 T4191 二 1 ntl, 
都 是 5S,+1 的 齐 次 不 变 式 , 它 们 的 次 数 分 别 是 1,2,…,n 十 1, 这 些 次 
数 的 乘积 正好 等 于 1S.+ | 二 《xn 十 1)1:; 如 果 能 够 证 明 sy ,… sa AR 
数 无 关 , 从 命题 3. 10 就 推出 它们 是 一 组 基本 不 变 式 . 
要 计算 siset ,ss+1 的 Jacobi 行列 式 , 先 算 


os; ， 
Tii, 1< j<n+1. 
J 
再 算 Jacobi 行列 式 
1 1 eee 1 

9(C51 stt Sup.) 2x, 222 aa 2zn+l 
EE : 9 

(2 十 1)z (matiz (a+ late, 

1 1 » 1 
=(nt ar | 7 ee 


n n n 
Ti Tz *? Taşı 


其 中 Vandermonde 行列 式 
1 1 = 1 


XZ, Xe Tatı 
. = I] (Zi 一 Zi) 天 0， 
ISJ 
Ti T Ta+1 


因此 
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as, ote Seti) 
az, vee Ent) 


根据 命题 1. 28,s1，… ,s+1 代 数 无 关 . 

在 例 2. 2 中 已 经 指出 及 :中 向 量 e 十 … 十 e+ 在 3 的 作用 下 
不 变 . 令 Y= late tens) BRAVE S,+1 的 不 可 约 不 变 子 空 
fa]. 显然 dim V =n 而 

V = {aye 十 … + appini la 十 … 十 angio) 
把 zi，… ,xsi 看 作 V 上 的 线性 函数 时 ,它们 适合 关系 式 zi 十 … 十 
zat1 一 0; 因 此 可 以 把 az, 取 作 V' 的 一 组 基 , 而 zx,+i = 
一 《zi 十 … 十 x,), 令 
Ji = rl 二 十 Ti 二 Loon, 
那么 fis fn 是 5S,41 的 齐 次 不 变 式 ,它们 的 次 数 分 别 是 2,3,…n 
十 1, 这 些 次 数 的 乘积 等 于 |S.+:|= (2 十 1)! 如 果 能 够 证 明 户 ,…， 
代数 无 关 , 从 命题 3.10 就 推出 它们 是 Sa E V 上 的 一 组 基本 不 
变 式 . 
计算 


af; . . ; 、 
i G + Dri — G+ Dai, LSJ Sa 


#0 


ox; 
再 计算 fise ,的 Jacobi 行列 式 
Sisto Sa) 
Wz 9° Tn) 
PAC 一 +l) 2(xza 一 Zn+l) oo 2( a, 一 Zati) 
3Cr? — 224) 3Cr — 724) oe 3(z2 — x24) 


(n+ 1) at) (a + Dm A) ee at 1)(r — Xt!) 
Ly Xt T2 — Mat, To Tati 


2 2 2 2 — 2 
Li Xantl F277 ati U Ta Tati 


2 
Li — Tt X27 Mat Y Xn 一 Tatl 
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XI oP Xatl 


=a+D! [| Gx) 


ISi< peat 


=a+D! J] @-w[]@t», 
INi< jn i=] 


其 中 z=, tte Har. 因此 


WS ig fa) 
O(2, °° “sTn ) 


3. 3( 续 2) ”B,,n 之 2. 设 61，,…,e, ER" 的 一 组 标准 正 交 基 . 
从 例 2. 3 知道 ,B, 中 一 个 元 素 在 R" 上 的 作用 ,或 者 引起 oe, 
的 一 个 置换 ,或 者 改变 若干 个 a 的 符号 ,或 者 两 者 兼 有 . 再 令 x， 
152, 是 6G,… ,6 在 R" 中 的 对 偶 基 ,那么 B, 中 一 个 元 素 或 者 引起 
zz 的 一 个 置换 ,或 者 改变 若干 个 x; 的 符号 ,或 者 两 者 兼 有 . 
令 

fi = r” t e t a, i= len 
显然 f; 是 B, 的 2 次 齐 次 不 变 式 ,而 2"4…… Cn) = 2"! = |B. 
再 计算 fis Sa 的 Jacobi 行列 式 


WA oe Fa) 一 2"n ! Ti "Ts Il (33 ~ zi) 天 0. 


d(T1 ,Ts) 1<i< jn 


因此 fı sete Stn 是 B, 的 一 组 基本 不 变 式 . 


例 3. 4( 续 2) ”D,,n 宇 4. AE, D, 中 一 个 元 素 或 者 引起 zi，…， 
x, 的 一 个 置换 ,或 者 改变 偶数 个 x; 的 符号 ,或 者 两 者 兼 有 . 令 
fiz atte tat, t= lipen l, 
也 一 


易 证 fist fai Sa 都 是 D, 的 齐 次 不 变 式 , 它 们 的 次 数 的 乘积 等 
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Pn! SID, ,计算 fis fa 的 Jacobi 行列 式 
aCfis sf) 


9(T1 "Ta) 


=2m—1)!1 [[ @i-2) #0. 


1Si<i jr 


因此 Fists fa FE Dn 的 一 组 基本 不 变 式 . CI 


还 需要 对 群 Hy Hy Fy Es, E1, Est RY -ARAFER. 

设 W 是 作用 在 x 维 欧 氏 空间 V 上 的 不 可 约 有 限 反 射 群 ， 
se 是 的 一 组 基 ,z，…z. 是 6 …，e 的 对 偶 基 ,如 果 能 够 
找到 一 组 线性 函数 0 Cay tt Ln) tet lm Cars Ln) CRTE W 的 
每 个 元 素 的 作用 下 都 变 到 它们 自己 , 即 对 于 任意 wEW RA wei 
《zi tn) Er Zn) o*t dm (19 tn) } ,那么 它们 的 知 和 

Op CL Ln = Cay ttt Tate td Ti 2 
MEW 的 不 变 式 . 有 时 适当 选取 Cay rt tnd ott dm (tt La)» 
就 能 从 o, Cp 一 1,2,…) 里 挑选 出 W 的 基本 不 变 式 来 . Mehta 于 
1988 年 用 这 种 方法 求 出 了 (n= 二 6,7,8) ,和 H, (n= 3,4) WA 
ERER. 


例 3. 5( 续 1) H. 在 2.7 节 中 曾经 证 明 Hg H k t 
称 变换 群 ,二 十 面体 一 共有 12 个 顶点 ,分 成 六 对 ,每 对 顶点 由 对 于 
中 心 对 称 的 两 个 顶点 组 成 . 显然 瓦 :的 每 个 元 素 都 把 这 六 对 顶点 变 
到 它们 自己 .因此 也 把 各 对 顶点 连 线 的 垂直 平分 面 变 到 它们 自己 ， 
可 以 选取 坐标 使 得 这 六 个 垂直 平分 线 的 方程 分 别 是 rzi 士 zz 一 0， 
rzs 士 X3 二 0,tXs 十 Xl 二 0, 这 里 t= 二 (十 w 5 )/2( 习 题 3.6). 于 是 下 
面 这 12 个 齐 次 线性 函数 

+ ra, E Tz, E Tz; £ 23, tr, t+ 2 
在 五 ;的 每 个 元 素 的 作用 下 都 变 到 它们 自己 . 令 
Ty = (tx, + r)” + Cory — r)” + (rx, + ar)” + 
(tx, — 23) + (rx, + 2) 十 《rzs 一 z)” 
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T (tit 2j + x x472 + x ait 2), 


那么 Ith. ORE 五 ;的 齐 次 不 变 式 . 根据 表 3. 2, KM 
是 2,6,10. 试 选 I, ,Te ,Tio, 计 算 它们 的 Jacobi 行列 式 
IT, Iss lio) 5 天 0， 


IlL s29 T3) 


因此 Lsls lo 如 ;的 一 组 基本 不 变 式 . O 


例 3. 6( 续 1) 五 ,是 4 维 欧 氏 空间 RFH EE L AH ER 
群 ,这 个 正 超 多 面体 有 120 个 顶点 ,720 条 边 ,1200 张 面 ,600 张 正四 
面体 面 ( 见 Coxeter1973,153 页 ). 它 的 120 个 顶点 分 成 60 对 ,每 对 顶 
点 由 对 于 中 心 对 称 的 两 个 顶点 组 成 ,各 对 顶点 连 线 的 垂直 平分 3 维 
面 总 共有 60 张 ,它们 在 妃 , 的 每 个 元 素 的 作用 下 都 变 到 它们 自己 ， 
可 以 选取 坐标 使 得 定义 这 60 张 3 维 面 的 线性 函数 是 

+ 2r; = 1,2,3,4; tr, te, + 2; ET; 
士 rzi £ rir, + r, E tx, tt rt x, 
+ rzl tc a, £ zi, 士 rzy 士 r lzs x, 
trix, ta,+t2,, tT lz tr, E Tts 
+ rr E r; Etr, tt er, E T} ETT, 

+ zi + tr, £ T'a, E Ti + TT tt xy, 
+ zi E rzi E Tlr, E x: 士 rzi Err. 


EX 


In = > (22,)* + 5 (Xi + azt + azt; + az)” + 


a2 4344 一 士 1 


> (rz + thx, + xis 


Gy vig stg) 
is) 求 和 ,从 表 2. 2 知道 HAS YK BCE 2,12, 20,30. 计算 IIs% 
Ts 的 Jacobi 行列 式 , 它 不 等 于 0. 根据 命题 3. 10,T;,Tiz,Two 各 Ty 就 
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是 五 ,的 一 组 基本 不 变 式 ( 习 题 3.7). 口 


例 3.7( 续 1) Fy. 根据 2.7 节 关于 所 的 讨论 ,已 经 知道 的 24 
个 长 根 
teate, 1i<j<n, 
组 成 一 个 -轨道 ,因此 下 面 这 24 个 线性 函数 
rtr, 1<i<j<n, 
也 组 成 一 个 -轨道 .于 是 齐 次 多 项 式 
In= >) {Crt ap” + (zi — x))*)} 


l&i<je4 


OS» k = 1,2, 


k—1 2k 
一 (8 — 25 Doa + >) | M 


都 是 的 不 变 齐 式 ,这 里 

On = ct 十 ot 十 r” 十 oc, 
由 表 3. 250 的 次 数 是 2,6,8,12, 因 此 试 证 IIIs Æ 的 一 
组 基本 不 变 式 , 计 算 


ICs Iss Ias dig) 
BC) 9 Ts L3 T4) 
(习题 3. 8). 那么 根据 命题 3. 10, Izol I 确实 是 FA 
本 不 变 式 . 口 


#0 


例 3.8( 续 1) E, = 6,7,8). 

先 讨论 Es. 根据 表 2. 1,|OCE,) |= 240, Ak Es 一 共有 120 个 
反射 . 可 以 选取 Rs 的 坐标 ,使 这 120 个 反射 的 反射 超 平面 由 下 面 这 
240 个 齐 次 线性 函数 所 定义 ,相差 一 个 符号 的 两 个 齐 次 线性 函数 定 
义 同 一 张 反射 超 平面 . 它们 是 : 

十 2zioz 一 1,2,… 8; ttatatatz, 
这 里 Qj) 可 以 是 (1 23 4),(1 256),(1278),(1357),(136 
8),(1458),(1467),(2358),(2367),(2457),(2468)， 
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(3456),(3478),(5678) 这 些 有 序数 组 之 一 . 定义 
In = >) Orp)” + > 5 (a; + a,x; + aati 十 az)”, 
r=] 


CRD ay raz .0,= +1 


这 里 之 ， 是 对 上 面 列 出 的 14 个 有 序数 组 求 和 . 从 表 3. 2 知道 Es 的 


(了 
次 数 是 2,8,12,14,18,20,24,30. 计算 Iz, Iss Iis Lig sLigsL20 +124 +130 
的 Jacobi 行列 式 , 它 不 等 于 0, 因 此 Is Iss Dzs Ius tise IIu Tao Bh 
是 E 的 一 组 基本 不 变 式 ， 
再 讨论 E. (ØE) | =126, Ak 一 共有 63 个 反射 ,可 以 选 
取 TV 的 坐标 ,使 这 63 个 反射 的 反射 超 平面 由 下 面 这 126 个 齐 次 线 
性 方程 所 定义 : 
zi E r; £ zr, +z, = 0, zi £r taz; E z= O0, 
Li E z, z; Ezr, = 0, z, £r, + 2,4 27,= 0， 
L, È 2; £ T; £ z, = 0, T, Ez, £z, Ezr, =0, 
Za E T, £ T; E T = 0, zr; = 0, = 1,2,0,7. 
选 下 面 这 56 个 齐 次 线性 函数 ,它们 在 EET ICR EA 
都 变 到 它们 自己 .它们 是 
十 Xi 十 Xz 土 X;， tatrte, tatatas, tkaztrzt2s 
士 z? 士 Zi 士 zi， 士 zs 士 zi 士 zy， 土 Zs 士 Ze 士 Z， 


定义 


In = Dd} E r r)”, k=1,2,., 


Gib 


这 里 >) 是 对 (1 2 7),(1 3 6),(1 4 5),(2 3 5),(2 4 6),(347), 


GID 
(5 6 7) 这 些 3- 数 组 求 和 . 从 表 3. 2 知道 E, 的 次 数 是 2,6,8,10,12， 
14,18. 计算 Jacobi 行列 式 可 以 证 明 Iz, Is sI, Lios T1114 ,7 是 五 的 
一 组 基本 不 变 式 . 

最 后 讨论 Es. (BE) | =72, AM 下 有 36 个 反射 . 可 以 选 V6 的 
坐标 ,使 这 36 个 反射 的 反射 超 平面 分 别 由 下 面 这 36 个 齐 次 线性 方 
程 所 定义 : 
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= 0.6 = 1,2,3,4; Zi ba tata,=0, 

zit t, EV 2a, = 0 , t, taz, E2 az = 0, 

zit Zi + A/V2)(4, —V3 z) = 0, 

qt xt A/V 2) — V 3 az) = 0, 

zit z, £ A/V 2r +3 ar) = 0, 

zt x; + (1/42) Cr; + V3 z) = 0. 
再 选 下 面 这 27 个 齐 次 线性 函数 ,它们 在 Es 的 每 个 元 素 的 作用 下 都 
变 到 它们 自己 .它们 是 

2 V273ze，V273( 士 V3xzs 一 ze)， 

+ z, Ea; —V72/32,, £ T, +x, — V2/32,, 

+ z, Eaz, t+ A/V6) 3 zs + 26) 

+a, ar, — A/V6)(V3 25 — 25) 

+ z; + z, — 1//6)( 3 Ts — z), 

+ r, +r, + A/V6 A325 + zs). 
定义 R=, 20ER AAR RER RH k KÆRA. 从 表 3. 2 
SH BY LAE Iz Iss Iss Iss Ios Is THEN Jacobi 行列 式 可 以 证 
明 它 们 是 Es 的 一 组 基本 不 变 式 . 口 


§3.3 ”有限 反射 群 的 Poincare 多 项 式 
设 W 是 切实 地 作用 在 no 维 欧 氏 空间 V 上 的 有 限 反 射 群 . 


多 项 式 
Wa) = >)" (3-1) 


wEew 


my fi W 的 Poincare 多 项 式 ,这 里 lw) FEW 对 于 一 组 基础 根系 A 
的 长 度 函 数 . 
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(123)=(12)(23)，(132)=(23)(12)，(13)=(12)(2 3)(1 
2) 都 是 既 约 表达 式 , 因 此 WC)=1 十 2 十 22: 十 2. 口 


这 一 节 的 目的 是 推导 W 的 Poincare 多 项 式 的 一 个 漂亮 的 因 
式 分 解 表 达 式 ,而 W 的 基本 不 变 式 的 次 数 巧 妙 地 出 现在 它 里 面 . 
这 是 有 限 反 射 群 不 变 式 论 的 一 个 重要 应 用 . 


定理 3. 11 KW 是 切实 地 作用 在 BRR SIV 上 的 有 限 
反射 群 sd, Cd 是 WwW 的 次 数 ,那么 


d, 


titt 
W (t) = 
Mre: 


(3-2) 


这 个 定理 首先 由 Chevalley 于 1955 年 对 Weyl 群 证 明 的 ,目的 
是 用 来 简化 他 得 到 的 有 限 Lie 型 单 群 的 价 的 公式 . 他 的 证 明 依赖 
于 以 W 为 Weyl 群 的 紧 Lie HEA Poincare 多 项 式 的 一 个 相关 的 分 
解 式 . Solomon 于 1966 年 对 有 限 反射 群 给 了 一 个 初等 证 明 , 但 有 一 
个 关键 性 的 引 理 仍 用 到 拓扑 ,Solomon 于 1968 年 又 给 出 代数 证 明 . 
Steinberg 于 1968 年 则 用 较 组 合 性 的 推导 来 代替 . 

为 了 证 明定 理 3. 11, 需 要 作 一 些 准 备 . 首先 ,需要 有 限 群 上 限 
制 和 诱导 类 函数 的 一 些 知识 . 

设 G 是 有 限 群 ,Xx:G 一 C 是 定义 在 G 上 取 复 数值 的 函数 . 如 果 
Maye 1) 二 XC(y),V Xx，yEGyX 就 叫 G ERZ BA. ik H EGH 
子 群 ,用 Xn 表示 xX 在 石上 的 限制 ,显然 xy 是 右上 的 类 函数 , 叫 
WEH EKRA AK. RAR B oE H EWK, E 
Løg) =0,Y gEG/H,- BEM 


1 — 
elg) = 7 (x 1 )， 
Pp 8 TT a? ET 


BR p EG 上 的 类 函数 , 收 做 gp 在 G 上 的 诱导 类 函数 .用 1r 表示 
于 上 的 类 函数 , 它 的 定义 是 lax(h) 二 1,V AEH. 
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引 理 3. 12 (a) Wig) = qrp! (7 € Glzgz™ € H) | 
= {x !H € G/H|gx H 
=a 'H}; 
(b>) 设 XY 是 G 上 的 类 函数 ,那么 ADS (Xn)"; 
O 设 g 是 马上 的 类 函数 ,那么 
Ee) = ya (3-3) 
证 (a) ”1% 的 意思 是 态 上 的 类 函数 1 在 G 上 诱导 的 类 也 
数 ,因此 ,从 诱导 类 函数 的 定义 立刻 推出 (a) 来 . 
D XD 的 意思 是 G 上 的 类 函数 xX 在 五 上 的 限制 xs 在 
G 上 的 诱导 类 函数 . 令 G(g)={zEGlzgz EH). 计算 
ADE) = Typ] kn (ae. 


reG 


=F 2 te) 


rE Gg) 


_ 1 
=X(g) TF] 1 


zEG(E) 
1 
= — |G 
=%(g)1% (2). (根据 (a)) 
(c) 计算 
dl Gye L 5l -1 
[GT au? (g) G 5 [A] A ) 


gEG 
1 一 
= 7G H] ZXET ) 
C a 


一 1 -: 
= TOT PA Drg) 


1 
= Torta >): (3-4) 


EH 


其 中 >), aD, 的 求 和 范围 分 别 是 ((g,x)EGXG|zxgzr™'€EH) 
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和 ({(s,z)ECXCizgz :一 A). 设 go 是 G 中 任 一 元 素 , 用 Cs 表示 
go 的 共 轿 元 素 类 ,那么 Ce 中 任 一 元 素 g 在 G 中 的 中 心 化 子 Ze 的 
阶 都 等 于 1G1/1Ce 1. 于 是 |{(g,x)EGXGl|zgz 一 go)| 一 |Co 1]: 
IG|/ ICa 1 = IGI. FS ACH, |(g) CG XGlaegr't=h} |= 
IG |. 因此 从 (3-4) 式 推出 (3-3) 式 . : 口 


现在 来 证 明 下 面 这 个 关键 性 的 引 理 . 


513.13 i SS {sola€ AW 的 一 组 基础 反射 .对 任意 
ICS, 令 Wi 二 《sc|se€7T) 表 示 由 了 中 基础 反射 生成 的 W 的 抛物 子 
群 ,那么 

DC DY w) = detw, Ywe W. (3-5) 


ICS 


为 了 证 明 这 条 引 理 ASR BR A. KOA, H, Æn 
维 欧 氏 空间 中 的 7 张 超 平面 ,并 设 H= (FEV |CE.Y) 二 0), 其 中 
LEV. MF i=1; ori HHH HEM 
Ht = {f€ VI(€,7.) > 0}, 
H7 = {FE VICE,Y) <0). 
类 似 于 2. 6 节 中 有 限 反 射 群 W 的 Coxeter 复合 形 E 的 定义 ,从 
五 已 :出 发 ,来 定义 一 个 复合 形 A.V 中 形 如 
K=H afl) A, & = {0,+, —} (3-6) 
的 子 集 就 定义 为 2 的 面 ,而 张 成 的 向 量子 空间 工 的 维 数 就 定 
义 为 dimK. 显然 ,也 是 (3-6) 式 中 出 现 的 所 有 HAX M K ÆL 
中 一 些 开 半空 间 的 交 , 因 此 天 是 工 的 开 子 集 . 先 证 明 下 面 这 个 引 
H. 


引 理 3. 14 把 .% P i EMA PRUE n IAD (一 D'n = 
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(一 1)". 

证 对 >- 作 归纳 法 来 证 明 本 引 理 , 当 r= 1 on, = 2.m,1=1, 
下 一 0(00 委 ; 委 "” 一 2), 因 此 引 理 成 立 . 现在 设 0, 并 且 假 定 对 于 由 
~ 张 超 平面 定义 的 复合 形 本 引 理 成 立 . 设 .% +1 是 由 7 十 1 张 超 平面 
Hy ,HH 定义 的 复合 形 , 把 由 A H, 定义 的 复合 形 记 作 
2. 根据 归纳 法 假设 本 引 理 对 .2 成 立 . 来 研究 添 一 张 超 平面 
Hi 对 OC, 的 影响 . 设 天 是 .2 的 一 张 面 . 如 果 天 门 妃 一 40)， 
那么 添上 H, kt K 并 不 起 变化 . 再 设 ce KAM r#0. KL 
是 KK 在 V 中 张 成 的 向 量子 空间 而 dim K=dim L=i.AA KEL 
的 开 子 集 , 所 以 z+ 在 LL 中 有 一 个 开 邻 域 UU KK. 因为 
dim (LN H)=dim L—1, BFW U 和 HAR HH7i1 的 交 都 不 空 .这 


样 RE A, na PRT i aE KAH KOA 个 i 一 1 维 
E KAH, HIH 这 样 原来 的 n 和 -1 就 各 增加 1, 因 此 和 式 
Di (~ Din, 没有 变化 . O 


引 理 3. 13 的 证 明 设 wEW. 令 
Vi = {£ € V [we = £}. 
根据 命题 2. 40,6 中 被 w 保持 不 变 的 面 就 是 包含 在 了 中 的 那些 
面 . 再 令 
SH = {V NCl E WI CS}, 

那么 OC 就 是 由 V' 中 超 平面 VN 们 H.Ca€ 人 ) 定 义 的 复合 形 . 安 中 
包含 在 V' 中 的 i 维 面 的 个 数 n; REF OC 中 i 维 面 的 个 数 . 设 dim 
V =c, RIE. MRA DO Dn = I S Siw) RAS 


中 被 w 不 变 的 了 型 面 的 个 数 . 因为 dim vC =dim C;=n— |I|, iF 
以 


n= 2 fiw). 


[I] =n—-: 


于 是 
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C 1Y G D frw) = (— 1).. 


Ics 


weOWV), EA REN REAR SIM —-1 29. RAR H BH 
数 . 已 设 1 是 < 重 特征 值 ,再 设 它 有 5 对 复 共 轿 特 征 值 ,那么 一 1 的 
重 数 就 是 一 26 一 c. 于 是 (一 1)” = (- E 

SE Df) 一 (一 1" (3-7) 


ICS 
根据 fi(w) 的 定义 ,命题 2. 40 和 引 理 3. 12a), 
fiCw) = {vCr € @|wvC, = vC} 
={v € Wlv lw € Wy} = 1%, (w). 


将 (3-7) 式 中 fi(w) 用 1%,(w) 来 代替 ,就 得 到 (3-5) 式 . O 


i k LAE TE ER. H FV EKW 的 次 齐 次 不 变 式 组 
BU) FE AY ye 23 1), FA 表示 W W kK det- 相 对 不 变 式 组 成 
Ay F KAJE ES Td. 根据 命题 1. 30(c) ,dim 4s 一 dim FLV" ]E ik 
E N ÆW 的 正 根 个 数 .现在 设 ICS, 用 FIV RaW 的 抛物 
FW, 的 不 变 式 所 成 的 FF- 代 数 ;FLV" 了" 也 是 分 次 代数 . 还 需要 
下 面 这 个 交错 和 ， 

引 理 3. 15 

SJ Ddim FLV" j= dim A. (3-8) 


ICS 

证 weW. H Tro RR w EW 的 不 变 子 空间 F[V*]* 上 
的 迹 . 对 于 一 个 固定 的 非 负 整数 &, 定 义 

X(w) = Trw), 
那么 xC(w) 是 定义 在 W 上 的 类 函数 . 把 X 在 Wr 上 的 限制 类 函数 
简 记 作 六 ,根据 引 理 3. 12(b)， 

XD = XAW). 
根据 引 理 3. 13 

SS DAD w) = det Xw), Y w EW. (3-9) 


ICS 
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将 (3-9) 式 左 方 对 W 求 平均 ,再 利用 引 理 3. 12(b) 和 引 理 1. 14, 得 
到 


WD DA DD" FD a") 


wEW ICS Ics wEW 
1 
= (— 1)! — Dry) 
之 LAR 


= DC— DdimFLV* Y.. 


ICS 


将 (3-9) 式 右 方 对 W 求 平均 ,并 将 引 理 1. 14 用 到 (det w)Tr, 上 ,得 
到 


TT È et w)x(w) = dim Ay, 
wew 
因此 (3-8) 式 成 立 . E 


现在 回来 讨论 W AH Poincare 多 项 式 . 
定义 w=|{(wE 厂 15) 下 |, 则 
Wa) = Dor, (3-10) 
而 deg WH=N ZEN 表示 正 根 个 数 . 
证 (3-10) 式 十 分 显然 . 根据 系 理 2. 21,W 有 唯一 一 个 最 长 
HR w Hi Uw.) =F 1O|=N R deg =N. 口 


wWXEW 的 任意 子 集 ,定义 
X(@) = 5yo 


EX 


lini X EW 的 抛物 子 群 Wi,ICS, 而 S= {S.E A} RE 
WiO SARIE W, 的 Poincare 多 项 式 相等 . 


引 理 3. 16”(a) 设 Wi 是 W 的 抛物 子 群 ,而 W’' 是 W 对 于 Wi 
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的 极 小 倍 和 集 代 表 系 , 则 
Wa) =W OWO); 


o Yeong = X pnw =e GAD 

证 AAM SO SAIH. 

(b> 第 一 个 等 号 由 (a) 推 出 . 现在 去 证 第 二 个 等 号 成 立 . 设 
weW XRH w BLEW! H.S K=(s€S|l(ws) >1l(w)} WB 
Z2wew 4 HARK ICK. 因此 zx 在 右 方 和 式 中 的 系数 等 于 
之 (一 D". 如 果 KAS A Oe 


Se Dt = a- pik = o0. 


ICK 


K=©6,4HQ4 w=w AKAAAMA PRA Foo =A 这 一 


项 . 器] 
系 理 3. 17 24(—D! eq 1. 
证 将 :=1 代 入 (3-11) 式 . 口 


定理 3. 11 的 证 明 定义 


n 1 — tai 
PW = |1 
t=1 


对 W 的 秩 作 归纳 法 来 证 明 WO) = PO). SMF PG) 来 证 明 一 个 
类 似 于 (3-11) 式 的 公式 


PO 
> j i N E 
之 一 1) Pict) 二 (3-12) 


上 式 等 价 于 


yl, 
之 /人 1) (1 — iY P) 


ICS 


WR (3-1DRMAHRARERRBARA PS HAR. 根据 系 
$21.23,0-19 RG t AKAT dimF[V* Vn, RE A 


(3-13) 
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1. 28(c), 它 又 等 于 dim4 再 来 分 析 (3-13) 式 左 方 , 令 Vi 表 A 在 
F ERRA V 的 子 空间 ,把 Wi 看 作 作 用 在 了 上 的 有 限 反 射 群 ， 
设 它 的 次 数 是 e1,… ,eln. 因为 Wi 中 任 一 元 素 在 Vi 上 的 限制 都 是 
单位 变换 ,所 以 W, 作为 VY 上 的 有 限 反 射 群 , 它 的 次 数 就 是 el ,…， 
en;1,"…,1. 于 是 


zal 


1 ~~ 1 1 i 
(Qi) _ qoremll ye (3 14) 


RA t 在 (3-14) 式 中 的 系数 就 是 FLV* WY. 根据 引 理 3-15,* 在 
(3-13) 左 方 的 系数 等 于 A 这 证 明了 (3-13) 式 成 立 . 

根据 归纳 法 假设 ,对 于 W 的 每 个 真 抛 物 子 群 Wi, 都 有 
Wi) =Pr(t). 比较 公式 (3-11) 和 (3-12) ,立刻 得 到 WOR). 


§ 3.4 习题 


3.1 设 W 是 切实 地 作用 在 x 维 欧 氏 空间 V 上 的 有 限 反 射 群 ,但 W 不 
一 定 不 可 约 ,指出 同样 也 可 以 定义 W 的 Coxeter 元 和 Coxeter 数 ,并 且 命 题 
3. 1 对 W 也 成 立 . 研究 W 的 Coxeter 元 和 Coxeter 数 与 W 的 不 可 约 因 子 的 
Coxeter 元 和 Coxter 数 的 关系 . 

3.2 计算 B(x 宇 2) 和 Dn 之 4) 的 Coxeter 数 . 

3.3 ”证明 :如 果 W=B,(n 之 2),D,(n 之 4 而 n 是 偶数 ) E, Es, Hs, Has 
Lon) (Co 是 偶数 ) ,那么 一 1€EW ;而 对 于 其 余 的 不 可 约 有 限 反 射 群 W, 一 1 
W. 

3.4 设 W 是 不 可 约 有 限 反 射 群 ,w 是 它 的 一 个 Coxeter 元 ,天 是 它 的 
Coxeter 数 ,假定 及 是 偶数 ,证 明 Le" = NFER w 的 一 个 既 约 表示 式 . 

3.5 设 四 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 晶体 根系 ,A={m，,…,as) 是 @ 的 一 组 基 


MRA TOE A 的 正 根系 . 令 o = 方 >e. 
ae 
(a) WOBRADARABA, Hh WO) AW Coxeter 数 ,证 明 
S (xe a) = hla), VEY. 
agi 


aya 


(提示 :利用 习题 2. 44). 
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Cb) 在 (a) 的 假设 下 ,再 设 P= 人 ba 是 加 的 最 高 根 ,证 明 如 十 … 十 
kı=h—1. (提示 :计算 (8,c) 并 利用 (b)) 

(c) BR OB A, n1), D, n24) Es (n=6,7,8) > —, i a€ D. WE 
明 D 中 不 和 a 正 交 的 根 的 个 数 等 于 44 一 8. 

3.6 ”证明 可 以 在 3 维 欧 氏 空间 中 选取 坐标 ,使 正二 十 面体 对 中 心 对 称 的 
六 对 顶点 的 连 线 的 垂直 平分 面 的 方程 分 别 是 rzl 士 za 一 0,rzz 士 zs 一 0,rzs 士 


21058 c= C+ W 5 )/2. 再 证 明 例 3. 5( 续 1) 中 定义 的 Ha FEUER 
Is, ,Tw 的 Jacobi FARO, (提示 :证 明 一 个 多 项 式 和 关 0,) 只 要 它 在 某 一 点 
的 值 夭 0 就 可 以 了 ;例如 可 以 证 明 Iz, Iss Tio BY Jacobi 行列 式 在 ((r 十 w)/2， 
w(t 十 w)/2,w2 (rt 十 w)/2) 这 一 点 的 值 尖 0, 这 里 we) 

3.7 补 出 例 3. 6( 续 1) 中 上 略 去 的 证 明 . 

3.8 ”证 明 例 3.7( 续 1) 中 I,16,1s,11z 的 Jacobi 行列 式 夭 0. 

3.9 补 出 例 3. 8( 续 1) 中 上 略 去 的 证 明 . 

3.10 用 (3-1) 式 来 直接 计算 I; Cm) (wm 之 3) 的 Poincaré 多 项 式 ,并 将 所 
得 结果 与 用 定理 3. 11 直 接 写 出 的 1.0m) Poincare 多 项 式 核对 一 下 . 

3.11 利用 数学 归纳 法 从 公式 (3-11) 算 出 A,(n 宇 1) 的 Poincaré 多 项 式 ， 
再 与 用 定理 3. 11 直 接 写 出 的 A, 的 Poincare 多 项 式 核对 一 下 . 
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名 WA KF 5| 
一 般 线性 群 2 EHE 72 
一 环 在 一 子 环 上 有 限 生 成 12 正 根 72 
一 环 在 一 子 环 上 有 限 12 正 根系 72 
一 元 在 一 子 环 上 整 12 ”可 约 G- 空 间 61 
一 环 在 FREE 12 可 约 群 61 
几何 同 构 91 多 项 式 函数 2 
分 次 代数 4 多 项 式 函 数 代数 2 
分 次 向 量 空间 4 多项式 函数 的 次 数 3 
不 变 式 6 ” 章 次 多 项 式 函数 3 
不 变 齐 式 48 ” 齐 次 元 4 
不 变 子 空间 5 FKEA 22 
不 可 约 G- 空 间 61 有 限 生 成 的 理想 7 
不 可 约 群 61 ”有限 生 成 的 代数 8 
不 可 约 根系 92 ”有 限 生成 定理 8 
不 可 约 基 础 根系 92 有 限 生成 的 模 11 
不 可 约 有 限 反 射 群 的 指数 131 有 限 伪 反射 群 21 
反射 超 平面 20 ”有限 伪 反射 群 的 次 数 36 
反射 向 量 20 ”有 限 反 射 群 21 
反射 21 有 限 实 反射 群 21 
内 积 59 ARR 21 
对 偶 空间 2 有 限 反 射 群 的 根系 70 
对 偶 基 2 ”有限 有 理 反 射 群 123 
平均 算 子 8 伪 反 射 20 
正则 表示 27 向 量 的 长 59 
EX 59 向 量 的 范 数 59 
正 交 补 空间 60 ah 20 
正 交 变 换 60 合同 变换 65 
EXE 60 合同 变换 群 65 
TE 26 58 K 60 全 序 72 
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线性 函数 

欧 氏 空间 
顶点 
抛物 子 群 

极 小 陪 集 代表 系 
实 四 元 数 除法 代数 
相对 不 变 式 
标准 正 交 基 
限制 
限制 类 函数 
标 数 图 

类 函数 

根系 

根 

根系 的 秩 

根 的 高 度 
根 格 

格 
诱导 类 函数 
基本 不 变 式 
基础 根系 
基础 根 

基础 反射 
基本 域 
晶体 群 

晶体 根系 
晶体 根系 的 图 


微分 齐 式 

群 TCm) 

# A, 

# B, 

# D, 

稳定 子 群 
Cartan 整数 
Coxeter 群 
Coxeter 群 的 秩 
Coxeter 图 
Coxeter 复 形 
Coxeter 元 
Coxeter 数 
Dynkin 图 
G- 模 

G- 空 间 

C- 同 构 

G 轨道 
Hilbert 基 定 理 
Jacobi 行列 式 
Molien 公式 
Noether 环 
Noether 模 
Poincare 级 数 
Poincaré 多 项 式 
Weyl 群 


